2. Dorobek naukowy Orlicza oraz nazwisko ORLICZ-a w matematyce

Wiadystaw Orlicz napisal 176 prac naukowych, 2 podreczniki szkolne:

1. S. Kubrakiewicz i W. Orlicz, Rachunki do I klasy szkoly powszechnej , Wydawnictwo Zaktadu
Narodowego im. Ossolinskich, Lwéw 1937, 92 strony.

2. A. Frejlich i W. Orlicz, Matematika dlya klyasi serednikh zagal’no-osvitnikh shkil, Panstwowe
Wydawnictwo Ksiazek Szkolnych we Lwowie 1938, 168 stron (po ukrainsku).

i monografie:
3a. W. Orlicz, Liniowa Analiza Funkcjonalna, Peking 1963, 138 stron (po chifisku).

3b. W. Orlicz, Linear Functional Analysis, angielskie thumaczenie z chiriskiego ksiazki [3a] przez Lee
Peng Yee, Series in Real Analysis 4, World Scientific, Singapore 1992, 262 strony.

Dwa podreczniki szkolne sprzed wojny, pokazuja fakt przywiazywania przez Orlicza duzej wagi do
spraw dydaktycznych.

Moéwiac o ksiazkach Wiladystawa Orlicza trzeba jeszcze raz wspomnieé o jego Dzielach Zebranych
wydanych przez Panstwowe Wydawnictwo Naukowe w dwdéch tomach w 1988 roku jako Wiadystaw
Orlicz, Collected Papers. I, II. With contributions by Wanda Matuszewska and Lech Maligranda, oraz
o rekonstrukeji ksiazki Banacha Wstep do teorii funkcji zmiennej rzeczywistej, Monografie Matematy-
czne, Tom 17, Warszawa-Wroctaw 1951. Ta ostatnia ksiazka byla przygotowywana do publikacji juz
przed wojna, w drukarni Uniwersytetu Jagielloniskiego, ale w wyniku dzialan wojennych zniszczony
zostal rekopis i czesé gotowego juz sktadu. Orlicz i Alexiewicz uzupeili brakujace fragmenty tekstu.

Trzeba jeszcze odnotowaé, ze Orlicz planowal napisanie ksiazki Cwiczenia i zagadnienia analizy
matematycznej, gdyz zachowal sie jednostronicowy konspekt z 1 marca 1954 roku z takimi planami.
Ponadto w liscie do Redakcji Polskiego Stownika Biograficznego z dnia 29 marca 1965 r., w zwiazku
z korekta noty biograficznej o Stefanie Kaczmarzu [110] pisal, ze przed wojna wstepnie pracowali z
Kaczmarzem nad ksiazka matematyczna dla szkét wojskowych.

Z lat siedemdziesiatych zachowalo si¢ 106 stron pisanego maszynopisu po niemiecku ksiazki Orlicza
Saksrdume und ihre Anwendungen. Niestety material ten nie zostal opublikowany.

Naukowo Orlicz zajmowal sie teoria sumowalnosci, szeregami ortogonalnymi, analiza funkcjonalna,
funkcjami rzeczywistymi, teoria miary i rownaniami rézniczkowymi. Byl on twérca przestrzeni funkcji
oraz ciagéw, nazwanych po latach przestrzeniami Orlicza. Uogdlniaja one znane przestrzenie F. Riesza
(przestrzenie LP).

W omoéwieniu dorobku naukowego Orlicza skupimy uwage przede wszyskim na tych jego wynikach,
ktore trafity do klasyki, do kanonu wiedzy matematycznej i przyniosly ich autorowi najwieksze uznanie.
Wynikéw takich jest niemalo i konieczna jest ich selekcja. Wybér oczywiscie jest subiektywny.
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Dorobek naukowy Orlicza mozna podzieli¢ na kilka grup tematycznych:

A. Przestrzenie Orlicza.

Zbieznoé¢ bezwarunkowa i szeregi funkcyjne.

Przestrzenie F-unormowane i przestrzenie Saksa.

Teoria sumowalnosci.

Funkcjonaly ortogonalnie addytywne, przestrzenie modularne i przestrzenie Musielaka-Orlicza.
Operatory wielomianowe i analityczne.

Funkcje wektorowe: mierzalnoéé, rézniczkowanie i analitycznosé.

Indeksy Matuszewskiej-Orlicza.

Interpolacja operatoréw.

“ =T QmE0aw

Roéwnania rézniczkowe — twierdzenia generyczne.

>~

Miara i catka. Funkcje rzeczywiste. Funkcje o skoriczonej wariacji.

W kazdej powyzszej grupie tematycznej wypisze rezultaty lub okreslenia zawierajace nazwisko
Orlicza. Omoéwienie koniczy sie lista monografii i artykuléw przegladowych, w ktorych znalez¢é mozna
szersze komentarze dotyczace znaczenia badan Orlicza i rozwoju jego idei. Pozycje te cytowane sa
w tekscie z uzyciem symbolu zlozonego z pierwszych liter autora badz autoréw oraz czesto osta-
tnich dwéch cyfr roku opublikowania. Natomiast prace Orlicza numerowane sa zgodnie z ich spisem
zamieszczonym w dalszej czedci 6b artykulu.

A. Przestrzenie Orlicza

W 1910 roku F. Riesz wprowadzit do analizy przestrzenie LP[a,b] = LP i ¢P, ktére odgrywaja wazna
role w réznych dziatach analizy. Przynalezno$é¢ funkcji x do LP okresla warunek

b
I(x) = / o(|2(t)])d < oo,

gdzie o(u) = uP, p > 1. Niemal natychmiast podjeto préby zastapienia funkcji potegowej ogdlniejszymi
funkcjami ¢. Za wyjsciowa mozna uznaé¢ prace W. H. Younga z 1912 roku zawierajaca pewna
nierownos¢ funkcyjna, ktéra z czasem trafita do klasyki z nazwiskiem jej odkrywcy. W 1928 roku
Kaczmarz i Nikliborc [KN28] badali, za Paulem Noaillonem (ktérego rozwazania nie zostaly opu-
blikowane) zbieznosé¢ ciagu funkcji f,, do funkcji f w nastepujacym sensie

b
Jm [ (80 = s =0,

Wykazali oni szereg twierdzert dotyczacych takiej uogdlnionej zbieznosci. Uogdlnieniami przestrzeni
LP zajeli sie w koncu lat dwudziestych R. Cooper i J. C. Burkill. Ten ostatni opublikowal nastepujace
twierdzenie ([Bu28]): dla dowolnej funkeji  spelniajacej warunek I, (x) < oo i dowolnego € > 0 istnieje
funkcja schodkowa s dla ktérej zachodzi I,(x — s) < e. Praca Burkilla zainteresowala Zygmunta
Birnbauma i Whadystawa Orlicza. Dowiedli oni w [8], ze to twierdzenie (oraz jego wariant z funkcja
ciagla zamiast s) nie jest prawdziwe w ogdlnosci, ale jest prawdziwe gdy ¢ spelia tzw. warunek As
dla duzych u, tj. p(2u) < Cp(u) dla pewnej stalej C' > 0 oraz u > up > 0 (gdy nieréwnosé zachodzi
odpowiednio w pewnym prawostronnym otoczeniu zera lub w calej dziedzinie, to méwi sie o warunku
Ay dla malych u i odpowiednio o warunku Ay dla wszystkich ).

W kolejnej pracy [9] Birnbaum i Orlicz rozwazali funkcje ciagle ¢ : [0,00) — [0, 00) nazwane N'-
funkcjami, od ktérych wymagali, aby: ¢(u) = 0 < u = 0 oraz lim, g+ ¢(u)/u = 0, lim,— . @(u)/u =
oo (warunki graniczne beda péZniej znane jako warunki 01 i 0o1). Z N’'-funkcja ¢ zwigzali tez inng
N’-funkcje ¢* réwnoscia

¢*(v) = sup{uv — @(u)}. (1)
u=0
O funkcji ¢* méwi sie dzisiaj funkcja dopelniajgca (lub sprzezona) do p. Rdéwnosé (1) implikuje
oczywista uogdlniona nieréwnosé Younga: uv < o(u) + ¢*(v).
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W przypadku wypuktej funkeji ¢ Birnbaum i Orlicz uzyskuja catkowe reprezentacje p(u) = fou p(t)dt
ip*(v) = f(;) p~1(t)dt, gdzie p~! jest funkcja odwrotng (w sensie uogdélnionym) do p. Tym samym
otrzymali tez klasyczng nier6wnos¢ Younga.

Odnotujmy tutaj, ze liczni specjali$ci z analizy wypuklej przypisuja zdefiniowanie wzorem (1)
funkcji sprzezonej S. Mandelbrojtowi, przytaczajac pewna jego prace z roku 1939, prace o 8 lat
pézniejsza od publikacji Birnbauma i Orlicza. W [9] zostalo tez wprowadzone pojecie réwnowaznosci
N'-funkcji ¢, 1: istnieja state dodatnie a,b, ¢, d takie, ze

ap(bu) < P(u) < cp(du),
przy czym zada sie zachodzenia nieréwnosci badZz w otoczeniu nieskoriczonosci (wtedy méwi sie o
réwnowaznosci funkeji dla duzych ), badz w otoczeniu zera (réwnowaznosé dla matych u), badz dla
u € [0,00) (réwnowazno$é dla wszystkich u). Praca [9] zawiera ponadto wyniki badan zbioréw

Lg = {x : Lﬂ(x) < 00}7 fg = {x = (xn) : Z‘P(|xn|) < 00}7
n=1

ktére prowadza m.in. do uogélnienia znanego twierdzenia Landau’a: dla p,q > 1 zachodzi /P C ¢! <
x €l gdziept +¢ 1 =1.

Birnbaum i Orlicz nie analizowali jednak rozpatrywanej problematyki z punktu widzenia teorii
przestrzeni Banacha. Ten kierunek podjatl Orlicz w roku 1932 publikujac prace [13], ktéra uznaé
wypada za pierwszy artykul traktujacy o liniowo-topologicznych wlasnosciach klasy L§ z wypuklg
funkcja ¢ spehiajaca warunek Ao (przy tym ostatnim zalozeniu L jest przestrzenia liniowa). Orlicz
zauwazyl, ze rownosé

b b
1%, = sup / ety (t)ldt / S ()t < 1)

definiuje norme na L{. Norma ta zwana jest dzisiaj normg Orlicza.
Juz w roku 1936 Orlicz zajal sie sytuacja ogdlniejsza. W pracy [27] zrezygnowal z warunku Ag i
rozwazal przestrzen liniowa

L?[a,b] = LY = {z : I,(Az) < 0o dla pewnego A > 0 zaleznego od z}, (2)

a nastepnie udowadnil zupelnosé przestrzeni (L%, || - ||g) Trzeba tu zwréci¢ uwage na fakt, ze LY = L§
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ spelia warunek Ay (dla duzych u). Przestrzenie okreslone réwnoscia (2)
znane sa obecnie jako przestrzenie Orlicza. Artykul [27] zawiera tez badania ciggowych przestrzeni
Orlicza

02 ={x = (x,): Z o(A|zy|) < oo dla pewnego A > 0 zaleznego od z},
n=1
a takze nastepujace

Twierdzenie (Orlicz, 1936).

(a) Zbieznodd ||z, — ng — 0 jest réwnowazna warunkowi I,(A(z, — x)) — 0 dla kazdego A > 0.
Jezeli ¢ spelnia warunek Ao dla duzych u, to:

(b) Przestrzen L¥[a,b] jest osrodkowa, co wiecej, uklad Haara jest bazg w L¥[a,b).
(¢) Przestrzeri sprzezona do L¥[a,b] jest izomorficzna z (L¥" 1 || - ||g*)

(d) Przestrzen L¥?[a,b] jest refleksywna o ile ¢* takzie spetnia warunek As.

Obiekty L¥, L§ wzbudzily zainteresowanie juz przed druga wojna $wiatowa. Wspominane sa w
monografiach S. Banacha [Ba32] (uwagi do wstepu, prayktad 13) i A. Zygmunda [Zy35]. Wydaje sie,
iz termin przestrzenie Orlicza po raz pierwszy pojawil sie w przeoczonej przez wielu specjalistéw pracy
M. Morse’a i W. Transue z roku 1950 (patrz [MM50], str 595). Uzyli go tez M. A. Krasnoselskil i
Ya. B. Rutickil w artykule [KK51] z roku 1951 oraz A. C. Zaanen w publikacji [Za52] z roku 1952, a
potem w monografii [Za53] z roku 1953.

Udzielajac wywiadu dla tygodnika ,,Wprost” (wywiad ukazal sie 6 listopada 1983 roku [B83]) na
pytanie ,, jak powstaly pana przestrzenie”, Orlicz odpowiedzial:
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Bytem, jako stypendysta, w stawnym centrum matematycznym Gottingen. Razem z kolegg Birn-
baumem studiowalismy prace matematykow angielskich. ZuwazyliSmy w nich rézne bledy, wiedzieli-
Smy, Ze mozna lepiej to zrobié. Opublikowalismy pierwszq prace. Tak sie zaczeto. Pdzniej
nastgpita ogromna fala analizy funkcjonalnej, juz we Lwowie. Wtedy napisatem mojg pierwszg
prace na temat nowego rodzaju przestrzeni funkcyjnych, nazwanych z biegiem czasu moim nazwi-
skiem. Jezeli w ogdle idzie o te analize, to nie mielismy konkurencji w tym czasie na calym
Swiecie. Co innego teraz. Wszystko sie rozrosto, jest straszliwa konkurencja. Pracuje sie nad
czyms$ i nigdy nie wiadomo czy nie zostato to juz dawno gdzies w Australii, Francji czy Japonii
zrobione. Trudnosé polega takze na tym, Ze problemy sqg coraz bardziej wyrafinowane, coraz bardziej
sq skomplikowane zagadnienia.

Dokladniej wygladalo to tak, ze Orlicz z kolega ze Lwowa Z. W. Birnbaumem spotkali sie w 1930
roku w Getyndze i napisali dwie prace [8] i [9]. W pierwszej, z roku 1931, poprawili btad w pracy J.
C. Burkilla z 1928 roku w twierdzeniu o aproksymacji. W drugiej, 68 stronicowej pracy z 1931 roku
Birnbaum i Orlicz uogdlnili twierdzenie Landaua (byt to wielki matematyk, ktérego poznali wlasnie w
czasie pobytu w Getyndze). Ale przestrzeni nadal tam nie bylo. Dopiero w pracy Orlicza z 1932 roku,
i pézniej w pelnej ogdlnoséci w roku 1936, pojawily sie nowe przestrzenie. To bylo przyczyna dlaczego
termin przestrzenie Orlicza pojawil sie dopiero w pracy Morse i Transue z 1950 roku i nastepnie w
pracy [Zab2] oraz ksigzce Zaanena [Zab3] z 1953 roku.

Na upowszechnienie terminu przestrzenie Orlicza znaczny wpltyw miala oprécz ksiazka Zaanena
[Za53], wydana w 1958 roku monografia matematykéw radzieckich z Woroneza, Krasnoselskiego i
Rutickiiego [KR58], a szczegdlnie jej angielskie ttumaczenie z 1961 roku. Przestrzenie Orlicza staty sie
wkrétce obiektem badan na calym Swiecie i znalazly liczne zastosowania. Wspomnijmy, ze czasami
sa wéréd matematykéw zwolennicy terminu przestrzenie Birnbauma-Orlicza (por. [Bu78] i [Wo97)),
jednak obecnie, calkiem zreszta stusznie, przestrzenie te sa zwiazane tylko z nazwiskiem Orlicza.

Nalezy podkreslié, ze Zaanen w pracy [Zab2| rozwazal przestrzenie L¥ generowane przez tzw.
funkcje Younga ¢, tzn. dopuszcza sig¢ przyjmowanie przez ¢ wartosci 0 w otoczeniu zera i wartosci
+oo (wtedy przestrzen L™ jest tez przestrzenia typu L?). Tak ogélne zalozenia o ¢ przyjat réwniez w
swojej rozprawie doktorskiej [Lu55] z 1955 roku W. A. J. Luxemburg, ktéry wykorzystywal nastepujaca
norme w L¥:

|z|l, = inf{e > 0: I, (x/e) < 1}. (3)

Jest ona réwnowazna normie |-||9, gdyz ||z, < [|lz]|% < 2z|,. Krasnoselskif i Rutickil nazwali normy
[ - 1lo, Il - I odpowiednio normami Luzemburga i Orlicza. Nazwanie normy (3) norma Luxemburga
jest nieuzasadnione, bo réwnosé¢ (3) wystepuje zaréwno w pracy [MT50] oraz w monografii H. Nakano
[Na50], a wiec w publikacjach o 5 lat starszych od doktoratu Luxemburga. Krasnoselskii i Rutickii w
[KR58] podaja, ze
1+ I,(kx

e = ing 2L, (1
Wyrazenie po prawej stronie jest tzw. norma Amemiyi || - ||£ rozwazang w ksiazce Nakano cytowanej
przez Krasnosielskiego i Rutickiego. Pozostaje wiec zagadka, jak to sie stalo, ze zauwazajac norme
Amemiya Krasnoselskii i Rutickii przeoczyli réwnosé (3).

Réwnosé ||| = ch||:;1 jest bardzo wazna z punktu widzenia geometrycznych wlasnosci przestrzeni
Orlicza L?. Pozostaje ona prawdziwa takze w sytuacji, gdy ¢ jest funkcja Younga (udowodniono to
pézno, bo dopiero Hudzik i Maligranda [HMO00] zrobili to w 1999 roku). Uzupeliajac informacje o
postaciach norm w przestrzeniach L¥ przytaczamy nastepujacy wynik Orlicza z pracy [97]:

Twierdzenie Orlicza (1961). W przestrzeni Orlicza L¥ (1) norma Luzemburga-Nakano ||z|, =
inf{e > 0: I (xz/e) < 1} jest rowna

. mazr {1, 1, (kx)}
[l = inf ’ :

(5)

W pracach i monografii Zaanena oraz w ksiazce Krasnoselskiego i Rutickiego po raz pierwszy za-
stosowano przestrzenie Orlicza w teorii liniowych i nieliniowych réwnan catkowych. Pézniej zaczeto
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wykorzystywaé je takze w teorii rownan roézniczkowych, konstruktywnej teorii funkcji i teorii aproksy-
macji, probabilistyce, statystyce matematycznej. Przestrzenie Orlicza znacznie rozszerzyly proble-
matyke badawcza w poréwnaniu z przestrzeniami LP cho¢by w zakresie wlasno$ci geometrycznych.
Zagadnienia réznych typow wypuklosci, gladkosci przestrzeni L¥ zainteresowaly na dlugo znaczna
liczbe matematykéw (m.in. W. A. J. Luxemburga, H. W. Milnesa, B. A. Akimovicha, M. M. Rao, S.
L. Troyanskiego, K. Sundaresana, B. Turetta, H. Hudzika, A. Kaminska, J. E. Jamisona, P.-K. Lina,
S. Chena, T. Wanga, Y. Wanga, C. Wu, W. Kurca, R. Pluciennika, Y. Cui, B.-L. Lina).

Idea zastapienia funkcji potegowej ogdlniejsza zostala przeniesiona na inne typy przestrzeni funkcyj-
nych. Zaczeto z powodzeniem rozwija¢ wielokierunkowe badania znanych dzis szeroko przestrzeni
Besicovicha-Orlicza, Hardy’ego-Orlicza, Lipschitza-Orlicza, Lorentza-Orlicza, Marcinkiewicza-Orlicza,
Orlicza-Sobolewa, Orlicza-Zygmunda. Tematyka badawcza zwigzana z przestrzeniami Orlicza podej-
mowana byta i jest przez nierzadko wybitnych specjalistow skupionych w licznych oérodkach w réznych
punktach globu. Wséréd nich wymieni¢ nalezy:

— Sapporo, gdzie rozwijano gléwnie ogélna teorie przestrzeni modularnych i poswiecono sporo
uwagi przestrzeniom Orlicza stanowiacym bardzo wazny typ przestrzni modularnych; dziatali tu przede
wszystkim: H. Nakano, I. Amemiya, T. Ando, T. Shimogaki, S. Yamamuro, S. Koshi, J. Ishii,

— Woronez, w ktérym zajmowano si¢ operatorami liniowymi i nieliniowymi w przestrzeniach L% i
stosowano te przestrzenie do problemoéw rownan catkowych, rozwazano znacznie ogélniejsze przestrze-
nie symetryczne i zagadnienia interpolacji operatoréw; do tej grupy nalezeli m.in.: M. A. Krasnoselskii,
Ya. B. Rutickii, E. I. Pustylnik, D. V. Salekhov, E. M. Semenov, V. I. Sobolev, P. P. Zabreiko, a
wspotpracowali z nimi I. V. Shragin, M. M. Vainberg i G. Ya. Lozanovskii,

— Leiden, miejsce szczegdlnie waznych badan nad kratami liniowymi i przestrzeniami Banacha
funkeji mierzalnych (w tym przestrzeni Orlicza) prowadzonych przez A. C. Zaanena, W. A. J. Luxem-
burga, W. J. Classa J. J. Groblera, E. de Jonge, B. de Pagtera, A. R. Schepa, W. K. Vietscha,

— Poznan skupiajacy liczne grono wychowankéw Wiadystawa Orlicza i Juliana Musielaka oraz
ich uczniéw (J. Albrycht, L. Drewnowski, P. Foralewski, H. Hudzik, A. Kamiiska, P. Kolwicz,
P. Kranz, W. Kurc, I. Labuda, R. Lesniewicz, L. Maligranda, M. Mastyto, W. Matuszewska, M.
Nawrocki, M. Nowak, R. Ptuciennik, St. Stoiniski, R. Taberski, R. Urbanski, A. Waszak, M. Wisla,
W. Wnuk). Podjeli oni zagadnienia geometrycznych i strukturalnych wlasnosci przestrzeni Orlicza i ich
ogélniejszego wariantu (przestrzenie Musielaka-Orlicza), a takze interpolacji operatoréw, przestrzeni
Hardy’ego-Orlicza i przestrzeni modularnych. Ta problematyka byla rowniez rozpatrywana przez
matematykéw francuskich: Ph. Turpina i E. Ginera,

— Jerozolima, gdzie uzyskano wazne twierdzenia dotyczace izomorficznej i lokalnej struktury
przestrzeni Orlicza; autorami tych twierdzen sa m.in.: J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Z. Altshuler, K. J.
Lindberg. Powyzsza tematyka byla kontynuowana, ze znakomitymi rezultatami, przez N. J. Nielsena,
N. J. Kaltona, J. Y. T. Woo oraz matematykéw hiszpanskich: F. L. Herndndeza, B. Rodrigueza-
Salinasa i C. Ruiza,

— Harbin, znany przede wszystkim z wielu wynikéw z zakresu geometrii przestrzeni funkcyjnych
uzyskanych przez S. Chena, Y. Cui, Y. Duana, Z. Shi, H. Sun, T. Wanga, Y. Wanga, Z. Wanga, C.
Wu.

Orlicz wielokrotnie powracal do tematyki przestrzeni L¥, ktérej po$wiecone sa prace [78], [81], [85],
[93], [94], [96], [98], [112], [125], [154], [172]. Interesowal sie tez bardzo przestrzeniami wyznaczonymi
przez niewypukle funkcje ¢. Najczesciej przyjmowanymi przez niego zatozeniami o funkcji ¢ : [0, 00) —
[0,00) byly: ciaglo§é, nieograniczonosé, niemalenie oraz ¢(u) = 0 < u = 0. Funkcje takie okresla sig
mianem funkcji Orlicza lub -funkciji.

Efektem wspélpracy ze Stanistawem Mazurem jest artykut [78], gdzie podano warunki konieczne i
dostateczne liniowosci zbioru L§ przy bardzo ogélnych zalozeniach o ¢ (nie zadano ani ciaglosci ani
monotonicznosci), a ponadto dyskutowano mozliwo$é wprowadzenia odpowiedniej F-normy w takich
przestrzeniach. Wiasciwa okazala sie F-norma Mazura-Orlicza

||, = inf{e > 0: I, (x/e) <e}.

Co wiecej autorzy pracy [78] stwierdzili, ze L¥ mozna wyposazy¢ w norme zupelna || - || o wlasnosci
|zn|| = 0= I,(2x,) — 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest réwnowazna funkcji wypukiej.
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Pierwotnie przestrzenie L¥ okreSlono jako przestrzenie pewnych funkcji na przedziale i calka
definiujaca funkcjonal I, byla catka wzgledem miary Lebesgue’a. Oczywiscie mozna, i czesto tak
sie czyni, rozpatrywaé przestrzenie Orlicza nad dowolna miara u:

L (p) = {z € L%(p) : I,(\z) = /an()\|x(t)|)dp < oo dla pewnego A > 0},

gdzie LY(u) jest przestrzenia klas réwnowaznosci, wzgledem réwnosci p-prawie wszedzie, funkcji
rzeczywistych (lub zespolonych) mierzalnych wzgledem o-algebry podzbioréw zbioru €, na ktérej
zadana jest miara p. Wtasnosci miary p nie pozostaja bez wplywu na wlasnosci przestrzeni L¥(u).
Wazne sa tu trzy typy miar: bezatomowa i nieskoniczona, bezatomowa i skoniczona oraz miara liczaca
na zbiorze potegowym zbioru liczb naturalnych. Dla kazdego z tych przypadkdéw istotne jest za-
chowanie si¢ funckji ¢ odpowiednio: w calej dziedzinie, w otoczeniu nieskoriczonosci, w otoczeniu
zera. Na potwierdzenie tego faktu zacytujemy nastepujace twierdzenie podane w [78]:

Twierdzenie Mazura-Orlicza (1958). Jezeli miara p jest bezatomowa i skoriczona (liczgea), to
przestrzent L¥ () jest lokalnie wypukta, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest réwnowazna funkcji wypuktej
w pewnym otoczeniu nieskoriczonosci (zera).

Przestrzenie Orlicza to juz klasyczne przyklady przestrzeni Banacha. Swiadczyé o tym moga
nastepuja dane zaczerpnigte z Mathematical Reviews (MathSciNet z lat 1940 - 2008), gdzie termin
przestrzen Orlicza pojawil sie w tytutach prac ponad 1.100 razy, a w tytutach lub streszczeniach 2.500
razy (termin przestrzeri Banacha pojawit sie: 12.450 i 50.700 razy, odpowiednio).

Monografie o przestrzeniach Orlicza jakie zostaly dotychczas opublikowane to (chronologicznie):
Krasnoselskil i Rutickii [KR58|, Lindenstrauss i Tzafriri [LT77, 79], Musielak [Mu83], Wu i Wang
[WW383], Maligranda [Mal89], Rao i Ren [RR91], Chen [C96] oraz Rao i Ren [RR02].

Na zakonczenie anegdota zwiazana z ,,przestrzeniami Orlicza”:
Profesor Orlicz zlozyl podanie o przydzial w Poznaniu wigkszego mieszkania.
Urzednik odpowiedzial: Nie mozemy speini¢ Panskiej prosby o wigksze mieszkanie
przeciez Pan ma wlasne przestrzenie !!!.

B. Zbieznos¢ bezwarunkowa i szeregi funkcyjne

Przypomnijmy, ze jedli T jest topologia na przestrzeni liniowej X, to szereg Y |° z,, elementéw tej
przestrzeni nazywa sie:

— bezwarunkowo zbieznym (wzgledem 7), gdy T-zbiezny jest kazdy z szeregéw > ;" Tr(n), gdzie m
oznacza dowolna permutacje zbioru liczb naturalnych,

— podszeregowo zbieznym (wzgledem T), gdy T-zbiezny jest kazdy podszereg Y 1" @y, , gdzie (ng)
jest dowolnym rosnacym ciagiem liczb naturalnych.

Orlicz uzywat terminu ,,szereg doskonale zbiezny” zamiast ,,szereg podszeregowo zbiezny”. Wiedziat
on, ze w przestrzeniach Banacha zbiezno$¢ bezwarunkowa i podszeregowa w topologii normowej pokry-
waja sie (fakt ten opublikowal dosé pézno, bo dopiero w roku 1933). Zainicjowal tez, trwajace przez
wiele lat, badania zwiazkow miedzy réznymi rodzajami zbieznosci szeregow w réznych topologiach,
najwiecej uwagi poswiecajac wlasnie zbieznosci bezwarunkowej i podszeregowej. W pracy [5] z roku
1929 sformulowal nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie Orlicza (1929). Szereg > [° x, jest bezwarunkowo zbiezny w ciggowo stabo zupetnej
przestrzeni Banacha X, wtedy i tylko wtedy, gdy Y 7 |x*(xy)| < oo dla wszystkich liniowych i cigglych
funkcjonatow x* na X.

Analizujac dowdd powyzszego twierdzenia zauwazyl mozliwo$é opuszczenia zalozenia ciagowej
stabej zupelosci przy réwnoczesnej koniecznosci zastgpienia warunku Y 1° [2*(2,,)| < oo silniejszym
zalozeniem podszeregowej zbieznosci szeregu > 7 x, w slabej topologii (w klasie ciagowo stabo zupel-
nych przestrzeni Banacha pojecia te sa réwnowazne). Fakt ten zostal przedstawiony w trakcie jednego
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ze spotkan lwowskich matematykéw, ale Orlicz nie zdecydowat si¢ na opublikowanie ulepszonej wersji
twierdzenia, nie doceniajac wéwczas pelnej jego wartosci. Twierdzenie Orlicza w zmienionej wersji
wyplyneto prawie dziesieé lat pdzniej w jednej z prac B. J. Pettisa.

Twierdzenie Orlicza-Pettisa (Orlicz 1929; Pettis 1939). Szereg > [° z,, jest bezwarunkowo
zbiezny (w topologii normy), wtedy i tylko wtedy, gdy jest podszeregowo zbiezny w stabej topologii.

Pettis przedstawil dowdd twierdzenia Orlicza w pelnej ogdlnosci, powiazal je z teoriag miar wek-
torowych i podal nastepujace réwnowazne sformutowanie:

Jezeli miara okreslona na o-algebrze jest przeliczalnie addytywna w topologit stabej, to jest przeliczal-
nie addytywna w topologii normowe;.

Ze wzgledu na to, ze Pettis formalnie jako pierwszy podal dowéd omawianego twierdzenia w pelnej
ogolnosci, a zwlaszcza wskazal jego interesujace konsekwencje, weszto ono do literatury pod nazwa
twierdzenia Orlicza-Pettisa. Rdzne warianty i uogélnienia twierdzenia Orlicza-Pettisa formulowane
byly i sa czesto wlasnie w jezyku miar. Dzisiaj wiadomo, ze twierdzenie Orlicza-Pettisa pozostaje
prawdziwe w klasach przestrzeni lokalnie wypuklych i niektérych typach F-przestrzeni nielokalnie
wypuklych (np. w F-przestrzeniach z bazg Schaudera). Znane sg przyklady F-przestrzeni, w ktérych
twierdzenie Orlicza-Pettisa nie zachodzi (M. Nawrocki, 1987, 1990).

Orlicza zajmowalo tez zagadnienie zwiazkow miedzy zbieznosciami podszeregowymi dla innych
par topologii niz staba i normowa i to niekoniecznie zadanych na przestrzeni Banacha (taka naturalng
pare tworza np. w F-przestrzeniach funkcji mierzalnych, topologia zbieznosci wg miary i oryginalna
topologia metryczna). Twierdzenia typu Orlicza-Pettisa formulowane sa dla szeregéw w grupach
topologicznych. Najbardziej znane uogdlnienia w tym kierunku zostaly dokonane przez N. J. Kaltona,
ktory pokazal, ze w przypadku topologicznych grup polskich podszeregowa zbieznos¢ w dowolnej
stabszej topologii grupowej pociaga takaz zbiezno$¢ w topologii oryginalnej. Warto doda¢, ze wyniki
Kaltona zostaly w istotny sposéb rozszerzone m.in. przez Lecha Drewnowskiego i Iwo Labude, uczniow
Profesora. W ostatnich latach opublikowali oni ponadto warianty twierdzenia Orlicza-Pettisa dla
szerokich klas topologicznych krat liniowych.

Orlicz zauwazyl rownowaznosé¢ warunkow

1° > |z*(z,)| < oo dla dowolnego cigglego funkcjonatu liniowego z*,

2° {> .cp®n: F CN, F skoniczony} jest zbiorem ograniczonym.

Tak wiec warunek wystepujacy w pierwotnej wersji twierdzenia Orlicza-Pettisa okazuje si¢ by¢
réwnowaznym warunkowi nieodwolujacemu sig do przestrzeni dualnej. Szereg Y |° ;, z ograniczonym
zbiorem wszystkich skoriczonych sum swoich wyrazéw nazwat Orlicz doskonale ograniczonym (obecnie,
w odniesieniu do przestrzeni Banacha méwi sig: ,,(z,) jest stabo bezwarunkowo Cauchy’ego”). Orlicz
interesowatl sie¢ przez wiele lat przestrzeniami (réwniez nielokalnie wypuktymi) z wltasnoscig (O), tzn.
takimi przestrzeniami, w ktorych szereg doskonale ograniczony jest podszeregowo zbieziny. Twierdzenie
Orlicza-Pettisa pokazuje, ze ciggowo stabo zupele przestrzenie Banacha maja wlasnoéé (O). Innymi
przykltadami przestrzeni z tej klasy wskazanymi przez Orlicza sa przestrzenie Musielaka-Orlicza z
norma porzadkowo ciagla (w tym przestrzenie LP dla 0 < p < 1i przestrzeri L°[0, 1] funkcji Lebesgue’a
mierzalnych z topologia zbieznosci wg miary). Czeslaw Bessaga i Aleksander Petczyriski pokazali w
roku 1958, iz przestrzenn Banacha ma wlasno$é (O), wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izomorficznej
kopii przestrzeni cy. Powyzsza charakteryzacja pozostaje prawdziwa dla ciagowo zupelnych przestrzeni
lokalnie pseudowypuklych oraz dla bardzo szerokiej rodziny topologicznych krat liniowych (niedawne
wyniki L. Drewnowskiego i I. Labudy).

Innym, klasycznym juz dzisiaj twierdzeniem autorstwa Orlicza jest nastepujacy wynik z roku 1933:

Twierdzenie (Orlicz, 1933). Jezeli szereq > | @y jest bezwarunkowo zbieiny w LP[a,b], 1 <
p <00, to 37 ||z, ]9 (3P) < .

Przestrzenie Banacha, w ktérych dla kazdego szeregu bezwarunkowo zbieznego > | x,, zachodzi
Y07 |z |? < oo nazwano przestrzeniami z whasnoscig Orlicza. Maja ja oczywiscie przestrzenie LP
dla 1 < p < 2, a ogdlniej przestrzenie Banacha kotypu 2. Dos¢ dtugo nie byto wiadomo, czy wlasnosé
Orlicza danej przestrzeni X implikuje, ze jest ona kotypu 2. T. Figiel i G. Pisier pokazali prawdziwos¢
tej implikacji przy zalozeniu izomorficznosci X z suma prosta tejze przestrzeni w sensie /P dla pewnego
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p € [1,2]. W latach 1992 i 1994 M. Talagrand wskazat kraty Banacha (w tym przestrzen symetryczna)
z wlasnoscia Orlicza, ale kotypu réznego od dwdjki.

Zwiazek bezwarunkowej zbieznosci szeregu Y, @y, 1 jego absolutnej zbieznosci (tj. zbieznosci sze-
regu > ||z, ||) interesowal Orlicza juz w koricu lat dwudziestych. Wpisal on, wraz ze S. Mazurem, do
Ksiggi Szkockiej pytanie (nr 122) o istnienie w dowolnej przestrzeni Banacha nieskoriczonego wymiaru
szeregu bezwarunkowo zbieznego i réwnoczesnie absolutnie rozbieznego. Odpowiedz pozytywna dali

w 1950 roku A. Dvoretzky i C. R. Rogers.

Orlicz miat znaczace osiagniecia w badaniach szeregéw funkcyjnych, a zwlaszcza szeregéw ortogo-
nalnych, ktére stanowily temat jego rozpraw doktorskiej i habilitacyjnej [22]. Méwiac ,,szereg orto-
gonalny” ma sie na mydli szereg Y 1 ¢,,(+) funkcji mierzalnych ¢,,(-) okreslonych na (0,1) tworzacych
uktad ortonormalny, tzn. spehiajacych warunek fol ©r(8)em(s)ds = dgm. Do powszechnie znanych
i czesto przytaczanych twierdzen autorstwa Orlicza naleza m.in. twierdzenia o mnoznikach Weyla
dla bezwarunkowej zbieznosci oraz o osobliwosciach Carlemana i Littlewooda ukladéw ortogonal-
nych, zamieszczone w pracach [2], [15], [21] i [28]. On tez jako pierwszy podal warunek dostateczny
bezwarunkowej zbieznosci szeregu postaci 1" an@n(+).

Twierdzenie Orlicza o mnoznikach Weyla (1927). Niech (ax) bedzie ustalonym ciggiem
liczbowym. Jezeli istnieje rosngcy do nieskoriczonosci cigg liczbowy (wy) taki, Ze dla pewnego podciggu

(wy,,) mamy
oo

1 logk +1 >
21: wr. < 00, Sl;iplogizn < oo oraz zljai(logk‘)ka < o0,

to 77 arpr(x) jest bezwarunkowo zbieiny prawie wszedzie.

Rezultaty K. Tandori’ego (1962) pokazaly, ze zalozenia przyjete w powyzszym twierdzeniu sg
niemal optymalne.

Twierdzenie Orlicza o osobliwosciach Carlemana. Jezeli ) ;" p2 = oo oraz p, jest dowolnym
nieskoriczonym uktadem ortonormalnym funkcji wspdlnie ograniczonych, to istnieje funkcja ciggta,
ktérej wspdtczynniki Fouriera a, wzgledem tego uktadu spelniajg warunek 7" |an||lpn] = oco. W
szczegdlnosci istnieje funkcja ciggla o wlasnosci Y " |a,|*~¢ = oo dla kazdego £ > 0.

Twierdzenie Orlicza o osobliwosciach Littlewooda. Jezeli > 1° p2 = 0o oraz ¢, jest nieskon-
czonym ukladem ortogonalnym, ztoZonym ze wspdinie ograniczonych funkcji cigglych, gestym w C[0,1],
to dla prawie wszystkich uktadéw znakéw £1 szereg Y1 £pnpn () nie jest rozwinieciem zadnej funkcji
z L'0,1].

Orlicz pokazal ponadto, ze dla dowolnego zupelnego uktadu ortogonalnego (¢, ()52, na (0,1)
mamy Y.7° ¢2(s) = oo dla prawie wszystkich s.

Inny kierunek zainteresowan Orlicza to badanie wlasno$ci zbioru ciagéw bedacych wspoétczynnikami
Fouriera (wzgledem ustalonego ukladu ortogonalnego) funkeji nalezacych do danej przestrzeni.

Wielka wartos$¢ i znaczenie prac Orlicza nad szeregami funkcyjnymi podkreslaja w komentarzach
Kashin i Saakjan [KS84]. Czynig to takze R. S. Gutjer i P. L. Uljanov, ktérych obszerny artykut
przegladowy wzbogacit rosyjskie ttumaczenie ksigzki Kaczmarza i Steinhausa [KS58]. Wielokrotnie do
wynikéw Orlicza odwotuja sie réwniez Kaczmarz i Steinhaus w ksiazce Theorie der Orthogonalreihen
[KS58] i Sikorski w ksiazce [Si59].

Zacytujmy na koniec monografie badZ wazne prace o szeregach i bezwarunkowej zbieznosci w
przestrzeniach Banacha (alfabetycznie): Diestel [D84], Diestel i Uhl [DU77], Drewnowski [D00], Filter
i Labuda [FL91], Kaczmarz i Steinhaus [KS58], M. I. Kadets i V. M. Kadets [KK97], Kalton [K80],
Kashin i Saakjan [KS84], Sikorski [S59], Uljanov [U78], Wojtaszczyk [W91].

C. Przestrzenie F-unormowane i przestrzenie Saksa

Wiadystaw Orlicz zajmowal sie réwniez ogblng teoria przestrzeni F-unormowanych (=metryzowal-
nych przestrzeni liniowo-topologicznych). Wspdlpracujac ze Stanistawem Mazurem uzyskal wyniki o
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fundamentalnym znaczeniu dla tej teorii. Do najznamienitszych nalezy przeniesienie zasady jedno-
stagnej ograniczonosci (= twierdzenie Banacha—Steinhausa) na rodziny operatoréw odwzorowujacych
F-przestrzenie (= zupele przestrzenie F-unormowane) w przestrzenie F-unormowane. Zasada jed-
nostajnej ograniczonosci, w takim witasnie stopniu ogélnosci, udowodniona zostala w artykule [20] dla
ciagbéw operatoréw. Jej sformutowanie jest nastepujace:

Twierdzenie Mazura-Orlicza (1933) lub zasady jednostajnej ograniczonosci w przestrzeniach
F-unormowanych:

Jezeli (T,,)22 ¢ sq cigglymi operatorami liniowymi z F-przestrzent X do przestrzeni F-unormowanej
Y oraz zbior {T,,(x) : n € N} jest ograniczony wY dla dowolnego x € X, to operatory T,, sq¢ jednakowo
ciggte. Gdy ponadto cigg (T},) jest punktowo zbieiny, to operator graniczny jest ciggly.

Zasada jednostajnej ograniczono$ci jest dzisiaj zwykle formulowana dla dowolnej rodziny opera-
toréw (T,) w postaci réwnowaznosci: punktowa ograniczonoéé < jednakowa ciggltosé (implikacje <
atwo jest zauwazy¢).

W pracy [20] opublikowano po raz pierwszy, pochodzacy od Banacha, warunek réwnowazny ograni-
czonosci podzbioru A przestrzeni F-unormowanej: t,a,, — 0 dla dowolnych ciagéw (a,) C A, t, — 0.
Wykazano réowniez klasyczne dzisiaj twierdzenie:

Twierdzenie o rezonansie (Mazur-Orlicz, 1933). Jezeli cigg (T,) cigglych operatoréw dziata-
jacych miedzy F-przestrzeniami X,Y jest taki, ze:

(i) {Tn(z):n €N} jest ograniczony dla wszystkich x € X,
(ii)  lim,_ o Ty (x) istnieje dla elementéw x pewnego zbioru liniowo gestego w X,

to T'(x) = lim, 00 Tn(x) istnicje dla wszystkich x € X oraz operator T jest liniowy i ciggly.

Przytoczone powyzej twierdzenia, czesto opatrzone komentarzem podkreslajacym ich znaczenie,
znajduja sie w kazdej monografii i podreczniku pos$wieconym analizie funkcjonalnej. Komentarzy
takich nie brakuje i w, uzywajac medialnego zargonu, ,kultowej” monografii Dunforda i Schwartza
[DS58], gdzie odnotowano ogdlny wariant zasady zageszczania osobliwosci wykazany przez Orlicza w
[25]:

Zasada zageszczania osobliwosci (Orlicz, 1935). Niech Ty (-, ) oznacza cigg podwdjny
cigglych operatoréw liniowych miedzy przestrzeniami Banacha zalezny od parametru o przebiegajgcego
zupelng przestrzer metryczng A i taki, ze Ty (x,-) s¢ funkcjami cigglymi przy kazdym x € X.

Jezeli dla dowolnego o nie istnieje limy, oo iy, 00 Trm (o, @) dla jakiegos z, € X, to przy
pewnym x € X granica ta nie istnieje rowniez dla o nalezgcych do pewnego zbioru drugiej kategorii w
A. Co wigcej, zbidr elementéw x € X o powyzszej wltasnosci jest rezydualny w X.

Idee Mazura i Orlicza zainspirowaly liczne dalsze badania kontynuowane m.in. przez Andrzeja
Alexiewicza w [A49-51], pierwszego doktoranta Profesora Orlicza. Wiele szczegétéw o kierunkach i
rozwoju tych badan oraz wskazéwek literaturowych znalezé mozna u Drewnowskiego [D96], a takze u
Antosika i Swartza [AS85] oraz Swartza [Sw90] i [Sw96].

Mazur i Orlicz przyczynili sie znaczaco do rozwoju teorii przestrzeni Frécheta (= lokalnie wypuktych
F-przestrzeni), ktére okreslane byly przez nich jako przestrzenie By. Tematyke te podjeli juz w latach
trzydziestych w zwiazku z analizowaniem pdél zbieznosci metod sumowalnosci, ale wiele istotnych
wynikéw ukazalo si¢ drukiem dopiero po drugiej wojnie $wiatowej w pracach [47] i [56], wielokrotnie
potem cytowanych. Opdzniona prezentacja tych rezultatéw spowodowala, ze niektére z nich zostaty
niezaleznie opublikowane przez innych matematykéw (J. Dieudoneé, L. Schwartz). Artykuly [47] i
[56] zawieraja: wazne przyklady F-przestrzeni, ktére nie sa normowalne (a nawet lokalnie wypukle),
warunek réwnowazny ciaglosci funkcjonatu liniowego na loklanie wypuklej przestrzeni F-unormowanej,
uogblnienie twierdzenia Hahna-Banacha. Ow warunek réwnowazny ciaglosci funkcjonatu liniowego
f ma postaé |f(z)| < Kynpn(x), gdzie stala Ky, zalezy od f i p,, a p, jest pewnym wyrazem
ciggu pémorm (p;) zadajacego topologie lokalnie wypukla przestrzeni F-unormowanej. Mazur i Orlicz
pokazali tez uniwersalnosé przestrzeni C(R) funkeji ciagtych na R (z topologia wprowadzona przez
rodzine pétnorm p,, (f) = sup{|f(¢)| : [t| < n}) w klasie lokalnie wypuklych osrodkowych F-przestrzeni
— kazda taka przestrzen jest liniowo homeomorficzna z pewna podprzestrzenia w C'(R).
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W pracy [56] znajduje si¢ ponadto wariant zasady jednostajnej ograniczonosci dla odwzorowan
miedzy przestrzeniami liniowymi Z z aksjomatycznie wprowadzona zbieznoécia. Jednym z tych aksjo-
matow byt warunek

m o0
U, = 0w Z = (Z unk> zbiezny w Z dla pewnego podciagu (ng).
k=1

m=1

Zbieznosé¢ speliajaca powyzsza implikacje nazwana zostala pézniej K-zbieznoscia i byta z duzym
powodzeniem badana przez matematykéw katowickich (informacje na ten temat znajduja sie u An-
tosika i Swartza [AS85]).

Znaczacym, ze wzgledu na zastosowania, jest podane w [56] uogélnienie twierdzenie Hahna-Banacha.
Uogodlnienie to ma nastepujaca postac:

Twierdzenie Mazura-Orlicza o nieréwno$ciach (1953) jako uogdlnienie twierdzenie Hahna-
Banacha:

Niech w : X — R bedzie funkcjonatem subliniowym na rzeczywistej przestrzeni liniowej X oraz
niechu:T — X ia: T — R bedg dwoma funkcjami. Na to by istniat w X funkcjonat liniowy f taki,
ze

f(z) Sw(z) dla  kazdego x € X, a(t) < f(u(t)) dla kazdegot € T,

potrzeba i wystarcza aby nierownosci

i Ara(ty) <w (i /\ku(tk))
k=1 k=1

zachodzity dla dowolnych t1,...,t, €T, A\1,...,Ap =20, n € N.

Przypomnijmy, ze przez funkcjonal subliniowy w rozumie sie funkcjonat subaddytywny i dodatnio
jednorodny: w(z +y) < w(z) + w(y), w(tzr) =tw(z) dla t > 0.
Twierdzenie Mazura-Orlicza o nieréwnosciach bywa formulowane w postaci réwnowaznej, okreslanej
jako ,,twierdzenie o kanapce”:
Jezeli subliniowy funkcjonat w na rzeczywistej przestrzeni liniowej X dominuje wklesty
funkcjonat p na wypuklym zbiorze K C X, tzn. p(x) < w(x) dla x € K, to wtedy istnieje
funkcjonat liniowy f na X taki, ze p(x) < f(x) dla z € K oraz f(z) < w(zx) dla z € X.

Oryginalny dowdd twierdzenia o nieréwnosciach jest skomplikowany i malo przejrzysty. Uproszczone
dowody podali m.in. R. Sikorski (1953), V. Ptak (1956), S. Simmons (1968) i wielu innych autoréw
wskazujacych na prawdziwosé tezy réwniez w sytuacjach ogdlniejszych (pSlgrupy przemienne, stozki)
od rozpatrywanej przez Mazura i Orlicza. Uzyli oni swojego twierdzenia o nieréwnosciach do wykaza-
nia: istnienia szczegdlnych typow calek, twierdzenn o oddzielaniu zbioréw wypuktych, mozliwosci
rozkladu funkcjonaléw na nieujemne komponenty, twierdzen o istnieniu rozwigzan nieréwnosci T'(z) >
y, gdzie T jest ciaglym operatorem liniowym miedzy przestrzeniami Banacha lub przestrzeniami
Frécheta, a > relacja zadana przez stozek. O kierunkach uogdélnienn twierdzenia Mazura-Orlicza o
nieréwnosciach i jego dalszych zastosowaniach informuja monografie Alexiewicz [A69], Fuchssteiner
i Lusky [FS81], Konig i Neumann [KN86, Rozdzial II], Peressini [P67], a takze prace Kothe [K94] i
Neumann [Ne91].

Orlicz, mimo osobistego uczestnictwa w fundamentalnych pracach Szkoly Lwowskiej i ogromnej
wiedzy, nie zdecydowal sie na napisanie monografii z zakresu analizy funkcjonalnej. Jak juz bylo
opisane, Orlicz goszczac w Instytucie Matematycznym Academia Sinica w Pekinie — byt to rok 1958 —
przedstawil po niemiecku cykl wykladow na temat liniowej analizy funkcjonalnej. Wyktady te zostaly
przettumaczone (przez profesoré6w Guan Zhao Zhi i Li Wen Qing) i wydane pie¢ lat péZniej w jezyku
chiriskim [K3], a po kolejnych niemal trzydziestu latach przettumaczono te¢ publikacje na angielski [K4].
Uczynit to profesor Lee Peng Yee z Narodowego Uniwersytetu w Singapurze. Tak powstata ksiazka
Linear Functional Analysis zawierajaca klasyczne elementy teorii przestrzeni Banacha i przestrzeni
F-unormowanych oraz wiele niestandardowych przyktadéw i niebanalnych zastosowan metod analizy
funkcjonalnej do rozwiazania problemdéw np. teorii sumowalnosci czy teorii funkcji. Kilka takich
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probleméw zostalo zaatakowanych przez Orlicza z wykorzystaniem metod teorii przestrzeni Saksa,

ktére wprowadzil on w 1950 roku w pracy [49]. Jezeli || - ||, || - ||* sa odpowiednio taka norma i F-
norma na przestrzeni liniowej X, ze kula jednostkowa B = {x € X : ||z|| < 1} jest zupelna w topologii
(|| - I*) F-normy || - ||*, to tréjke X5 = (B, | - ||, || - ||*) nazywa si¢ przestrzenia Saksa (naturalnym

przyktadem, rozwazanym w latach trzydziestych przez G. M. Fichtenholza, jest przestrzen Saksa
wyznaczona przez L*°(0,1) z normami supremum istotnego i catkowa). Orlicz skupiat swoje badania
m.in. na poszukiwaniu warunkéw zapewniajacych ciaglo$é operatora T' z (X, 7(|| - ||*)) w przestrzen
Banacha lub Frécheta, jednakowa ciaglosé rodziny takich operatoréw, reprezentacji funkcjonaléw na
X;. Problematyka ta podjeta zostala w pracach: [49], [67], [70 - 72], [138]. Przestrzenie Saksa
pozostaja w $cistym zwiazku z teoria przestrzeni dwunormowych rozwinietych m.in. przez Andrzeja
Alexiewicza (patrz Cooper [Co78], Drewnowski [D96], Jach [J95], Semadeni [Se80]).

Monografie o przestrzeniach F-unormowanych i przestrzeniach Saksa (chronologicznie): Dunford i
Schwartz [DS58], Peressini [P67], Alexiewicz [A69], Rolewicz [R84], Musielak [Mu76], Cooper [Co78§],
Kalton, Peck i Roberts [KPR].

D. Teoria sumowalnosci

Przypomnijmy pewne pojecia z teorii sumowalnosci. Nieskoriczona macierz rzeczywista (lub ze-
spolona) A = (ank), n,k = 1,2,... okredla metode sumowalnodci nastepujaco: ciag x = (x,) jest
A-sumowalny jezeli wszystkie szeregi A,z = 2?21 ankTr s zbiezne i istnieje lim,, o, A,x. Niech cy
bedzie polem zbieznosci (polem sumowalnosci) metody A, tzn. ca jest przestrzenig liniowa wszys-
tkich A-sumowalnych ciagéw x. Gdy kazdy ciag zbiezny = = (x,) jest A-sumowalny, to metode
A nazywa sie zachowawczg, a gdy dodatkowo lim, .., Apx = lim, . =, to metode A okresla sie
jako regularng. Znane sa dokladne charakteryzacje metod zachowawczych i regularnych (twierdzenia
Silvermana-Toeplitza z roku 1913 i Kojimy-Schura z roku 1921). Ponadto méwi sie, ze metody A i B
sa zgodne, gdy lim,, .o Apx = lim,, .., B,z dla kazdego x € c4 Ncp.

Orlicz rozpoczal swoja dzialalno$é naukowa w 1926 roku praca [1]. Wykazal tam, ze jesli H jest
macierza Cesaro-Holdera oraz dla metody regularnej A zachodzi cyg C ca, to metody H i A sa zgodne.

Pierwszymi, ktorzy zastosowli metody analizy funkcjonalnej do teorii sumowalnosci byli S. Mazur
(1930) i S. Banach (1932). Wielka skutecznosé¢ tych metod w odniesieniu do probleméw sumowalnosci
pokazali Mazur i Orlicz przedstawiajac bardzo wartosciowe wyniki (m.in. twierdzenie o ograniczonej
zgodnosci — bounded consistency theorem) w artykule [19] z 1933 roku, ktéry nie zawierat jednak
dowodéw. Zostaly one opublikowane w pézniejszej pracy [61] w roku 1954. Najwiekszy oddzwigk
zyskalo

Twierdzenie Mazura-Orlicza o zgodnosci ([19], [61]). Jezeli kazdy cigg ograniczony sumowalny
metodg reqularng A jest sumowalny metodg reqularng B, to obie metody sg zgodne dla ciggéw ograni-
czonych tzn. sumujq ciggi ograniczone do tej samej granicy.

Twierdzenie Mazura-Orlicza, okreslane w literaturze anglojezycznej jako Bounded Consistency
Theorem uwazane jest za fundamentalne dla teorii sumowalnosci (W. H. Ruckle w pracy [Ru79] pisze:
The Bounded Consistency Theorem is a principal result of summability theory. Indeed, it holds a claim
to a second position in the theory just after the Silverman-Toeplitz Theorem). Bylo one udowadniane na
wiele sposob6éw (patrz Brudno [Br45], Zeller [Ze58], Zeller i Beekmann [ZB70], Ruckle [Ru79], Snyder i
Wilansky [SW80] i Wilansky [Wy84]). Autorem jednego z dowodéw (liczacego kilka stron nielatwych
rachunkéw), podanego w 1945 roku, byt A. L. Brudno [Br45]. W zwiazku z tym faktem moéwi sie
niekiedy o twierdzeniu Brudno-Mazura-Orlicza zamiast Bounded Consistency Theorem (poréwnaj
np. Jakimovski i Livne [JL71]). Oryginalny dowdd twierdzenia Mazura-Orlicza o zgodnosci zostal
uproszczony przez Orlicza w [67], a w sposéb krétki, elegancki i elementarny pokazali je Snyder i
Wilansky w [SW80]. Z kolei N. A. Davydov [Da72] wykazal, ze twierdzenie o zgodnosci nie jest
prawdziwe dla ciggéw nieograniczonych (nie mozna go wzmocni¢ nawet o jeden ciag nieograniczony).
Boos i Leiger w [BL89] podali liste 53 prac o tym twierdzeniu i jego uogélnieniach.

Niezwykle wazna obserwacja dokonana przez Mazura i Orlicza w roku 1933 bylo spostrzezenie,
ze przestrzenie Banacha nie sa odpowiednim narzedziem metodycznym do badan pdl sumowalnosci,
natomiast wiele mozna uzyskaé¢ angazujac metody przestrzeni Frécheta. Bardzo uzyteczna okazuje sie
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osrodkowa topologia liniowa na c4 wprowadzona przez rodzine péinorm

oo m
p(@) = sup | S anpael, pa(@) = sup| S anral, @a(@) = 2al, n=1,2,....
k=1 moog=1

Temat pracy [61] to przede wszystkim zagadnienia zgodnosci metod sumowalnosci, rzedéw wzrostu
ciagbéw z pola sumowalnosci i istnienia nieograniczonych ciagéw w polu sumowalno$ci.

Problematyka podjeta przez Mazura i Orlicza w [19] i [61] znalazla znaczng liczbe kontynuatoréw,
gtéwnie za granica (R. P. Agnew, A. L. Brudno, V. M. Darewsky, A. Wilansky, K. Zeller). Kazda
monografia poSwiecona teorii sumowalnosci opublikowana po roku 1950 odwotuje sie do wynikéw
Mazura i Orlicza oceniajac je niezwykle wysoko (np. K. Zeller we wstepie do swojej monografii [Ze58]
pisze: ... uktad ksigzki jest w sposdb istotny wyznaczony przez fundamentalne funkcjonalno-teoretyczne
badania S. Mazura ¢ W. Orlicza).

Idee zawarte w [19], [61] i w [66] zostaly pdzniej rozwinigte i zastosowane przez Alexiewicza i Orlicza
m.in. do wykazania twierdzen o zgodnosci dla ograniczonych ciagéw podwdjnych i ciagu operatoréow
[65], [83] (patrz tez [82]). Twierdzenia uzyskano w oparciu o metody teorii przestrzeni dwunormowych.

Problematyka sumowalnosci pojawiala sie w pracach Orlicza takze w nastepnych okresach w
zwigzku z badaniem przestrzeni Saksa i przestrzeni modularnych [71], [76], [79], [103], [105].

Monografie z teorii sumowalnosci (chronologicznie): Cooke [C50], Zeller [Ze58], Petersen [Pe66],
Zeller i Beekmann [ZB70], Wilansky [Wi84].

E. Funkcjonaly ortogonalnie addytywne, przestrzenie modularne
i przestrzenie Musielaka-Orlicza

Wspoélpraca Orlicza z Lechem Drewnowskim zaowocowala w koricu lat szesédziesiatych cyklem
prac poswieconych reprezentacji funkcjonaléw ortogonalnie addytywnych okreslonych na idealach w
przestrzeniach funkcji mierzalnych, tj. podkratach X w przestrzeni L°(S, ¥, u) funkcji ¥-mierzalnych
speliajacych warunek: jezeli g € X oraz |f(s)| < |g(s)| u-prawie wszedzie, to f € X. O funkcjonale
A: X — R méwi sie, ze jest ortogonalnie addytywny i by — u ciagly, gdy AM(f +9) = Mf) + A(g) o
ile ({5 : f(s)g(s) # 0}) = 0 oraz A(fa) — A(f) 0 ile fu — f wg miary 11 |ful, [f] < |g| dla pewne]
funkcji ¢ € X. Przy tak ogélnych zalozeniach Drewnowski i Orlicz uzyskali catkowa reprezentacje
funkcjonalu A ortogonalnie addytywnego i by — —pu ciaglego, a mianowicie

() = /S o(F(5). 5)dp, (6)

gdzie ¢ jest funkcja speiajaca warunki typu Carathéodory’ego. Jednym z wnioskéw wynikajacych z
powyzszej postaci funkcjonatu \ jest twierdzenie o tym, ze operator bu——pu ciagly T : X — L°(S, X, i)
speliajacy dodatkowo warunek (T'(f))xa = (T(fxa))xa dla kazdego zbioru A € ¥ (xa oznacza
funkeje charakterystyczng zbioru A) jest operatorem kompozycji, tzn. (T'(f))(s) = ¢(f(s), s) p prawie
wszedzie, gdzie i tutaj ¢ jest pewna funkcja spelniajaca warunki typu Carathéodory’ego.

Innym szerzej wykorzystywanym twierdzeniem reprezentacyjnym autorstwa Drewnowskiego i Or-
licza jest wynik o postaci modularu ortogonalnie addytywnego ¢ zadanego na podkracie X C L°(S, ¥ i),
ktora zawierajac funkcje f, zawiera tez iloczyn fx 4 dla dowolnego A € ¥.. Przez modular ortogonalnie
addytywny rozumie sie funkcje o : X — [0, oo] spelniajaca cztery warunki:

(04) off)=0« f=0,

(0B) Il < lgl = o(f) < ol9),

(0c) 0< fu / f=o(fn) / o(f),

(op) o(f+g) = o(f) +olg) gdy u({s: f(s)g(s) # 0} = 0.

Okazuje sie, ze modular p jest takze postaci (7) przy czym jesli miara p jest dodatkowo bezatomowa
oraz o(f) = o(g) dla jednakowo mierzalnych funkeji f, g € X oraz xs € X, to funkcja ¢ reprezentujaca
o jest funkcja jednej zmiennej: o(f) = fs o(f(s))dp.

Twierdzenie o reprezentacji modularéw ortogonalnie addytywnych odgrywa kluczowa role w bada-
niach krat Orlicza — abstrakcyjnych odpowiednikéw przestrzeni Musielaka-Orlicza. Kraty Orlicza,
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wprowadzone przez W. J. Classa, A. C. Zaanena i W. Wnuka, sa naturalnym rozszerzeniem ALP-prze-
strzeni F. Bohnenblusta bedacych abstrakcyjnymi odpowiednikami przestrzeni LP. Calkowa postaé
modularu ortogonalnie addytywnego zostata uzyta przez N. J. Kaltona i L. Drewnowskiego do wykaza-
nia twierdzenia o faktoryzacji operatoréw AM-zwartych, okreslonych na idealach z norma porzadkowo
ciagla, zawartych w przestrzeniach Orlicza i Musielaka-Orlicza.

Orlicz rozwijal teorie przestrzeni modularnych, zapoczatkowa przez Hidegoro Nakano w ksiazkach
Modulared Semi-ordered Linear Spaces i Topology and Topological Linear Spaces [Nabl].

Uzyskal on szereg wynikéw dotyczacych wlasnosci typu Fatou i Levi’ego w kratach liniowych z
funkcjonatem p, speliajacym warunki (pl), (92) oraz warunek o(f V g) < o(f) + o(g) dla f,g > 0.

Wspdlpracujac z Julianem Musielakiem zauwazyt, ze funkcjonal zwany tez modularem w sensie
Musielaka-Orlicza g, okreslony na rzeczywistej przestrzeni liniowej X i majacy wlasnosci:

(o1) o) =0& 2 =0,

(02) o(—z) = o(),

(03) olar + By) < o(z) + o(y), dla «,820, a+8=1,
(04) o(tr) = 0 gdy t—0,

definiuje na X F-norme réwno$cia

lally = inf{z >0 g() <=}, (7)

przy czym ||z,||, — 0, wtedy i tylko wtedy, gdy o(tx,) — 0 dla wszystkich ¢ > 0. Réwnos¢ (7)
jest przeniesieniem na przypadek ogdlnych przestrzeni liniowych pomystu Mazura i Orlicza, ktérzy w
pracy [78] tak wlasnie wprowadzili topologie metryczng w przestrzeniach Orlicza generowanych przez
niewypukle funkcje Orlicza (w roli modularu wystepuje wtedy oczywiscie funkcjonat [ (] f(s)|)dp).

Orlicz rozwazal oprécz zbieznosci w sensie F-normy || - ||, tzw. zbieznosé modularng przyjmujac,
ze xn, —— 0, gdy o(tzy,) — 0 dla pewnego t > 0. Zbiezno$¢ modularna nie jest na ogét topologiczna
(tzn. nie mozna zadaé topologii 7 na X w taki sposéb, aby z, —— 0 < z,, — 0). Bywa ona jednak
przydatna w zagadnieniach aproksymacyjnych (np. funkcje klasy C§° nie musza by¢ F-normowo geste
w przestrzeni Orlicza-Sobolewa, ale kazda funkcja z tej przestrzeni jest granica, w sensie zbieznosci
modularnej, ciggu funkeji klasy C§°).

Orlicz zajmowal sie réwniez przypadkiem modularéw s-wypuklych (0 < s < 1), tzn. w miejsce
aksjomatu (93) przyjmowal warunek

oz + By) < a%o(@) + Fo(y) dla a, B> 0, o +6° = 1. (8)

Jak wykazano w pracy [98] modular s-wypukly o definiuje norme s-jednorodng (= s-norme) wzorem
. x
|z||lsp = inf{e > 0: Q((gl/s) < 1}
Co wigcej, czego takze dowiddt Orlicz w [97], zachodzi réwnosé
l#llop = inf max (17,6 o(t)).

Powyzsza s-norma jest rownowazna s-normie

0o _ - —s _s

||x||sg - tlgg(t * + t 6Q(tm))7

ktora dla s = 1 jest tzw. norma Amemiya, dobrze znana w teorii przestrzeni modularnych Nakano.

Odnotujmy, ze funkcje s-wypukte w sensie Orlicza, tzn. speliajace (8), zdobywaja sobie popu-
larno$é po artykule Hudzika i Maligrandy [HM94] z 1994 roku.

Wazna klasg przestrzeni modularnych sa przestrzenie Musielaka-Orlicza zwane tez przestrzeniami
Orlicza z parametrem, zdefiniowane w pracy Musielaka i Orlicza [MO59] z 1959 roku:

LP(p) ={x: / w(A|z(t)], t)dp < oo dla pewnego A > 0 zaleznego od x},
Q
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gdzie funkcja dwéch zmiennych ¢ : [0, 00] x 2 — [0, 0o] spelnia pewne konieczne zalozenia. Przestrzenie
te w przypadku funkeji ¢(u,t) wypuklej w zmiennej u powinny nazywaé sig¢ przestrzeniami Nakano
lub przestrzeniami Nakano-Orlicza, gdyz pojawily sie juz u Nakano [Na50] w 1950 roku. Przykladowo,
Sragin pisal wlagnie w [Sr67] przestrzenie Orlicza-Nakano. Specjalny przypadek tych przestrzeni tzn.
gdy ¢(u,t) = uP®) nosi wlasnie nazwe przestrzeni Nakano (lub przestrzeni LP z parametrem lub
,,zmiennych przestrzeni LP”), choé te z kolei przestrzenie, zaréwno w przypadku funkcyjnym jak i
ciggowym, rozwazat Orlicz [10] juz w 1931 roku.

W badaniu przestrzeni Musielaka-Orlicza, a szczegdlnie geometrii kuli, wiele rezultatéw uzyskali
Henryk Hudzik i Anna Kaminska. Zacytujmy ich kilka waznych prac o przestrzeniach Musielaka-
Orlicza: [H83], [H85], [Ka81], [Ka82] i [Ka83] (dokladny opis badail mozna znalezé w ich wspélnej
pracy przegladowej [HKM]). Przestrzenie te byly i sa nadal badane w calym $wiecie. Wspomnijmy
niektérych badaczy tych przestrzeni (alfabetycznie): G. Alherk, S. Chen, Y. Cui, S. Dhompongsa,
L. Drewnowski, X. Fan, F. L. Hernandez, Y. Hui, J. E. Jamison, A. Kasperski, P. Kolwicz, W.
Kowalewski, W. Kurc, T. Landes, G. Lewicki, R. Maleev, M. Nawrocki, V. Peirats, R. Pluciennik, B.
Rodriguez-Salinas, C. Ruiz, S. Saejung, Z. Shi, I. V. Shragin, K. Urbanik, T. Wang, M. Wista, W.
Wnuk, M. Wéjtowicz, C. Wu, Z. Zbaszyniak, B. Zlatanov.

Odnotujmy tez, ze badania w przestrzeniach Nakano sa ostatnio bardzo popularne. Bada si¢ w nich
np. ograniczonosé¢ operatora maksymalnego i innych klasycznych operatoréw (L. Diening, D. Cruz-
Uribe, D. E. Edmunds, X. Fan, A. Fiorenza, P. Hasto, A. Yu. Karlovich, V. Kokilashvili, T. Kopaliani,
A. K. Lerner, A. Nekvinda, C. Pérez, L. Pick, M. Ruzicka, S. Samko). Pamietaé trzeba, ze w dowodach
potrzebne sa nowe techniki, gdyz przestrzenie te nie sa symetryczne (funkcje réwnomierzalne moga
mie¢ rézne normy).

Teoria przestrzeni modularnych pozwalata na objecie wspélna metodyka badan klas przestrzeni
dos$é od siebie pod réznymi wzgledami odleglych (np. przestrzeni Musielaka-Orlicza i przestrzeni
funkeji o skoriczonej p-wariacji). Jednak teoria ta, mimo wielokierunkowych badari, nie przyniosta
istotnego postepu w ,,rozpracowywaniu” F-przestrzeni czy ogoélniej przestrzeni liniowo-topologicznych.

Monografie z przestrzeni modularnych to (chronologicznie): Nakano [Na50], Musielak [Mu78],
[Mu83], Wnuk [Wn84].

F. Operatory wielomianowe i analityczne

W latach trzydziestych, po stworzeniu zasadniczych zrebéw liniowej analizy funkcjonalnej, podjeto
we Lwowie pewne préby zbudowania nieliniowej analizy funkcjonalnej. Owocem tych wysitkéw byty
prace J. Schaudera (m. in. twierdzenie o punkcie stalym) oraz prace Mazura i Orlicza o operatorach
wielomianowych. Wczeéniej operatory wielomianowe rozwazali m. in. M. Fréchet, A. D. Michal, R.
S. Martin, T. Hildebrandt, F. Leja.

Prace Mazura i Orlicza [23], [26], [29], [30], [32] maja charakter pionierski. W pracy [23] bada sie
trzy réwnowazne definicje funkcji i operatoréw wielomianowych.

Operator U, : X — Y, gdzie X,Y sa przestrzeniami liniowo-topologicznymi, nazywa sie wielo-
mianem jednorodnym stopnia m jezeli U, jest obcieciem do przekatnej operatora m-liniowego, tzn.
Un(z) =Uk(x,x,...,x), gdzie U}, : X™ — Y jest operatorem m-liniowym. Operator P: X — Y jest
operatorem wielomianowym stopnia n jezeli jest suma skonczonej liczby operatorow wielomianowych
jednorodnych, tzn.

P(z) =Up(z) + Ur(z) + - - + Up(2),

gdzie kazdy U, jest albo wielomianem jednorodnym stopnia m lub operatorem zerowym dla 0 <
m < n. Inne réwnowazne definicje operatoréw wielomianowych podane przez Mazura i Orlicza sa
nastepujace:

— operator P : X — Y jest operatorem wielomianowym stopnia n, gdy

AM'P(z) =0 dlax,heX,

gdzie réznice AZ“ okresla sie¢ indukcyjnie w zwykly sposob,
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— operator P : X — Y jest operatorem wielomianowym stopnia n jezeli dla kazdego x,h € X i
kazdej liczby t

m
P(x +th) = Z ay(z, h)t*,
k=0
gdzie ap(z,h) € Y sa niezalezne od ¢.

W dyskusji nad réznymi definicjami Mazur i Orlicz postuzyli sie tzw. forma biegunowa. Wykazali
oni mianowicie, ze jezeli Uy, jest operatorem jednorodnym stopnia k, to odpowiadajacy mu symetryczny
operator k-liniowy jest wyznaczony jednoznacznie; ten operator nazywa si¢ operatorem generujacym
lub formg biegunowg.

Wzér biegunowy Mazura-Orlicza (1935) jako uogdlnienie wzoru 2zy = (z + y)? — 22 — y*:

P,:(l‘l,xg,...,.’lik) = — Z (—1)k_(51+m+6k)Pk(61:L‘1 +"'+€k$k)-

€1,...,6=0,1

Gléwny rezultat w [26] to przeniesienie twierdzenia Banacha-Steinhausa o ciggach operatoréw linio-
wych na przypadek operatorow wielomianowych o jednostajnie ograniczonych stopniach. Autorzy
wykazali nastepujacy fakt:

Twierdzenie Mazura-Orlicza ([26]). Jezeli P, jest ciggiem cigglych operatoréw wielomia-
nowych stopnia < N z F-przestrzeni X do przestrzeni F-unormowanej Y oraz jezeli {x € X : {P,(z) :
n=1,2,...} jest ograniczony} jest zbiorem drugiej kategorii Baire’a w X, to cigg (P, (x)) jest jed-
nakowo ciagly wx = 0. W konsekwencji, jezeli P,(x) — P(x) dla kazdego x € X to P jest operatorem
wielomianowym.

W dwéch notach [30] i [32], opublikowanych w Sprawozdaniach Akademii Paryskiej w 1936 roku,
Mazur i Orlicz podali szereg twierdzen o podzielnosci funkcjonatéw wielomianowych oraz twierdzenia
o funkcjonatach wymiernych. Oni réwniez postawili kilka probleméw w Ksiedze Szkockiej (Mauldin
[Ma81], problemy 20.1, 56, 73, 74) zwiazanych z operatorami wielomianowymi. Problem 73 to pytanie:

Czy jesli ¢, jest najmniejsza stala o wlasnosci, ze dla dowolnego symetrycznego operatora n-
liniowego F' miedzy przestrzeniami unormowanymi mamy

sup |1E(z1,...,2x0)|| < cn sup ||Fl(x,...,z)],
lall<Li=1,00m Izl <1

to ¢, = 7.

Problgin ten zostal rozwiazany pozytywnie, a dokladne omdéwienie mozna znalezé w komentarzu
do Problemu 73 w The Scottish Book (Mauldin [Ma81]).

Operatory wielomianowe sa najprostszymi funkcjami analitycznymi miedzy przestrzeniami Ba-
nacha. Ponadto sa one uzywane do konstruowania innych operatoréw analitycznych (przez rozwijanie
w szereg wielomianéw jednorodnych). Naturalnymi dziedzinami istnienia analitycznych odwzorowarn
sa dziedziny w przestrzeniach zespolonych. Z drugiej strony, w wielu zastosowaniach analizy funkcjo-
nalnej operatory analityczne w rzeczywistych przestrzeniach Banacha graja tez istotna role. Dlatego
w dwdch pracach Orlicza [50], [59] — wspdlnych z A. Alexiewiczem — przenosi sie dobrze znang
w zespolonych przestrzeniach Banacha teorie na przypadek rzeczywistych przestrzeni Banacha. Dla
przykladu, w pracy [59] wykazuje sie:

Twierdzenie Alexiewicza-Orlicza (1953). Staba i mocna analitycznosé w rzeczywistych prze-
strzeniach Banacha sg rownowazne.

Wyniki Mazura i Orlicza oraz Alexiewicza i Orlicza sa cytowane w monografiach Dineen [Di81],
Hille [Hi48], Hille i Philips [HP57]. Wyniki te staly si¢ przedmiotem dalszych badai wielu matema-
tykéw, m. in. Lelonga [Le70], [Le71], Bochnaka i Siciaka [BS71], Turpina [Tu76] i Dineena [Di81].
Monografia Dineena [Di81] zawiera pelng bibliografie dotyczaca operatoréw wielomianowych i operacji
analitycznych wraz z interesujacymi komentarzami.
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G. Funkcje wektorowe: mierzalnosé, rézniczkowanie i analitycznosé

W kilku pracach Orlicz badatl funkcje wektorowe. Zajmowat sie on rézniczkowalnoscia i catkowalno-
$cia funkcji wektorowych, kasyfikacja staba i mocna w odniesieniu do ciaglosci, skoniczonej warjacji,
klas Baire’a i pochodnych.

Praca [46], napisana wspdlnie z A. Alexiewiczem, dotyczy klas Baire’a funkcji wektorowych. W
szczegdlnosei udowodniono tam, ze funkcja o przeciwdziedzinie osrodkowej, odwzorowujaca przestrzen
metryczng w przestrzenn Banacha X, stlabo ciagta ze wzgledu na pewien fundamentalny zbiér ciaglych
funkcjonaléw liniowych nad X, jest pierwszej klasy Baire’a i wynik przenosi sie na klasy Baire’a
wyzszych rzedow.

W pracy [47], wspdlniej z Mazurem, z 1948 roku wykazano (por. tez Rolewicz [Ro84], str. 121-122):

Twierdzenie Mazura-Orlicza (1948). Niech X bedzie F-przestrzenig. Kazda funkcja ciggta
f:]0,1] = X jest calkowalna w sensie Riemanna, wtedy i tylko wtedy, gdy X jest lokalnie wypukla.

W pracy [51], wspélniej z A. Alexiewiczem, Orlicz badat zagadnienia catkowalnos$ci w sensie Rie-
manna funkcji f : [0,1] — X. Podali oni przyktad funkcji f : [0,1] — C]0,1] calkowalnej w sensie
Riemanna, ktora nie jest stabo ciagla w zadnym punkcie tego przedziatu. Wykazali tez, ze ani staba
catkowalno$¢ ani staba ciaglos¢ funkcji nie implikuje catkowalnosci w sensie Riemanna.

W pracy [53] (réwniez wspdlnej z A. Alexiewiczem) przedstawiaja oni charakteryzacje zbioréw, w
ktérych funkcje wektorowe sa rézniczkowalne. Metoda kategorii pozwolita na udowodnienie nastepuja-
cego faktu:

Twierdzenie (Alexiewicz-Orlicz, 1952). Niech X i Y bedg rzeczywistymi osrodkowymi prze-
strzeniami Banacha oraz U dowolnym niepustym otwartym podzbiorem w X. Jezeli F' : U — Y jest
cigglta i rozZniczkowalna dla kazdego h € X i x € U tzn. limy_g w = 0F(x, h) istnieje, to
OF (z, h) jest liniowa i ciggta wzgledem h dla kazdego x € U z wyjgtkiem pewnego zbioru A pierwszej
kategorii tzn. F jest ciggla Gdteaux rézniczkowalna w U \ A).

W 2005 roku Corbacho, Plichko i Tarieladze [CPT05] przypominaja ten rezultat (istnieje ogromna
literatura odnos$nie rézniczkowania miedzy przestrzeniami Banacha lub ogdlniejszymi, ale tylko ksiazka
Yamamuro [Ya74] cytuje te prace, ale nie ten rezultat !). Autorzy uogélniaja twierdzenie Alexiewicza-
Orlicza na przestrzenie liniowo-topologiczne i réwniez na pochodne jednostronne.

W pracy [53] Alexiewicz i Orlicz konstruuja tez operator nierozszerzajacy (tzn. operator Lipschitza
ze stala 1) T : co — ¢p taki, ze T ma wszedzie ciagta wzgledem x i h pochodna Géteaux, ale nie ma
w zadnym punkcie pochodnej Frecheta. Przyklad ten cytuje Nashed w [Nas71] na str. 123.

Ponadto, w kolejnej wspdlnej pracy [60], Alexiewicz i Orlicz zauwazaja, ze kazda funkcja anality-
czna na rzeczywistej przestrzeni lokalnie wypuktej ma lokalne przediuzenie do zespolono-analitycznej
funkcji na kompleksyfikacji tej przestrzeni. Powyzsze ich rozwazania pojawily sie ponownie u Munoza,
Sarantopoulosa i Tonge [MST99] przy badaniu kompleksyfikacji rzeczywistych przestrzeni Banacha,
wielomianéw i odwzorowan wieloliniowych.

W pracy z Matuszewska [135], Orlicz rozwazal wektorowe twierdzenie Riesza-Fischera oraz wek-
torowe analogony nieréwnosci Bessela i réwnosci Parsevala.

W pracach [152], [159], wspdlnych z S. Szufla, badaja oni istnienie wektorowych rozwiazan pewnych
réwnan catkowych w przestrzeniach Banacha.

Wyniki Mazura i Orlicza oraz Alexiewicza i Orlicza sa cytowane w monografiach Rolewicza [Ro84]
i Yamamuro [Ya74]. Byly tez przedmiotem dalszych badan wielu matematykéw.
H. Indeksy Matuszewskiej-Orlicza

W 1960 roku Matuszewska i Orlicz [91] zdefiniowali liczby charakteryzujace wzrost funkeji Orlicza
© 1 nazwali je indeksami funkcji ¢. Dla A > 0 niech

kG (A) = sup ) , kX (A) = limsup ) k2(X\) = limsup )

u>0 (P(u) ¥ U—00 QD(U) T u—0*t @(u)

30



oraz ) )
. In k(A . In k2 (A
[ ® T »
e F W e PO
dla i = a, 00,0.
Powyzsze granice istnieja dla kazdej funkcji Orlicza ¢, chociaz moga by¢ nieskonczone (ktadziemy
In 0o = 00). Zachodza nierownosci

i i .
Oéswgowgoo, 1 =a, 00,0,
1 dlatego granice sg,, 27, 5?0 nazywaja si¢ dolnymi indeksmi Matuszewskiej-Orlicza, a granice 0, 027, O'g

gornymi indeksami Matuszewskiej-Orlicza. Powyzsze trzy rodzaje indeksow maja zwiazek z przestrze-
niami Orlicza LY = L¥(Q, X, u) generowanymi przez funkcje ¢ nad trzema zasadniczymi przestrzenia-
mi miary: g nieatomowa i nieskoniczona, p nieatomowa i skonczona oraz p miara liczaca na 2 = N. W
przypadku gdy ¢(u) = uP, p > 0, to wszystkie indeksy sa réwne p, natomiast gdy p(u) = v? In(1+w),
to sg, = s = o0’ =p oraz o = sg = 08, = p+ 1. Istotne znaczenie tych indekséw polega na tym,
ze pozwalaja one uogdlni¢ pojecie wykladnika sprzezonego, gdyz zachodza réwnosci

1 1 1 1
S@* Oy Sgp O

(T. Ando 1960, W. Matuszewska 1961).
W pracach [91], [96], [111] Wiadystaw Orlicz i Wanda Matuszewska badali indeksy wykazujac
nastepujace wlasnosci:

1. Indeksy Matuszewskiej-Orlicza sg niezmiennicze ze wzgledu na rownowazinosé tzn. jezeli o1 ~ s
to sg, = s, oraz o, =0, dlai=a,00,0.

$p2 ¥1 P2’
2. Jezeli 07 > 0 to dla kazdego 0 < s < 537 mamy ¢ X Xs, gdzie xs(u) = Y(u®) oraz 1 jest
wypukte funkcjg Orlicza. Jezeli 0 < s < 057 < oo, to istnieje analogiczna reprezentacja z wklesty

funkcjg ¢ — ten ostatni warunek jest réwnowazny z warunkiem Ao dla duzych u.

Indeksy Matuszewskiej-Orlicza znalazly zastosowanie przy badaniu przestrzeni Orlicza. 1 tak:
Orlicz w [96] wykazal, iz L¥(0,1) jest lokalnie ograniczona, wtedy i tylko wtedy, gdy s3 > 0, T.
Ando w 1962 roku dowiédl, ze gdy s3; > 027, to kazdy operator catkowy z L#* (0,1) do L¥2(0,1)
jest zwarty, Lindenstrauss i Tzafriri w 1972 roku udowodnili, ze /7 (1 < p < o0) jest izomorficzna
z podprzestrzenia osrodkowej ciagowe]j przestrzeni Orlicza ¢%, wtedy i tylko wtedy, gdy p € [sg,ag]
oraz, ze kazdy liniowy ograniczony operator z orodkowej przestrzeni £¥* do osrodkowej £¥2 jest zwarty,
wtedy i tylko wtedy, gdy 38, > ng.

Znane sa tez zastosowania indeksow przy badaniu ograniczonosci operatoréw catkowych, funkcji
maksymalnych, operatoréw singularnych w zwyklych lub wagowych przestrzeniach Orlicza. Przykla-
dowo, klasyczny maksymalny operator Hardy-Littlewooda M jest ograniczony w L?(R™), wtedy i tylko
wtedy, gdy s§, > 1 (G. G. Lorentz 1955, T. Shimogaki 1965, D. Gallardo 1988). Wigcej informacji
o tych rezultatach mozna znalezé w ksigzce Kokilashvili i Krbec [KK91] oraz Kufner, Maligranda i
Persson [KMPO07].

Indeksy wystepuja réwniez w uogdlnieniu twierdzen interpolacyjnych typu Marcinkiewicza na
przestrzenie Orlicza, choé¢ zalozenia na ¢ sa czesto formulowane w terminach nieréwnosci catkowych
(A. Zygmund 1956, E. M. Semenov 1968, D. W. Boyd 1969, M. Zippin 1971, A. Torchinsky 1976, L.
Maligranda 1984, A. Cianchi 1998; patrz ponadto Torchinsky [To76], Maligranda [Ma84]).

Indeksy Matuszewskiej-Orlicza staly sie punktem wyjscia dla wprowadzenia podobnych charak-
terystyk liczbowych szerszych klas przestrzeni: przestrzeni symetrycznych (D. W. Boyd 1969) — w
zwigzku z problemami interpolacji operatoréw, funkcyjnych przestrzeni Banacha (T. Shimogaki 1965
i J. Grobler 1975) — w zwiazku z badaniem operatoréw zwartych, krat Banacha (P. Dodds 1977).

Wiecej informacji o indeksach i ich zastosowaniach mozna znalezé w ksiazkach Krein, Petunin i
Semenov [KPS], Lindenstrauss i Tzafriri [LT79], Maligranda [Mal89], Johnson, Maurey, Schechtman
i Tzafriri [JMST], Bingham, Goldie i Teugels [BGT89] oraz w pracy Maligrandy [Mag4].
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I. Interpolacja operatorow

Operator T : X — X nazywa sie operatorem Lipschitza w przestrzeni unormowanej X, jezeli
TO = 0 oraz istnieje stata dodatnia M taka, ze |Tz — Ty| < M|z — y| dla dowolnych =,y € X.
Najmniejsza stata M jest norma Lipschitza operatora T' i oznacza si¢ ja przez ||T rp(x). Niech
Xo, X, X; bedzie tréjka przestrzeni Banacha, przy czym mamy ciagle wlozenia X7 — X — Xy. Jezeli
dowolny operator liniowy i ciagly (Lipschitza) T : X; — X;, @ = 0,1 jest ciagly (Lipschitza) z X w
X, to przestrzen X nazywa sie interpolacyjng miedzy Xo 1 X; dla operatoréw liniowych (Lipschitza).
Oczywiscie jesli X jest interpolacyjna dla operatoréw Lipschitza to jest interpolacyjna dla operatoréow
liniowych.

W 1935 roku Orlicz [24] wykazal, Zze oSrodkowa przestrzen Orlicza L¥[a,b] jest interpolacyjna
migdzy Lt[a,b] i L>®[a,b] dla operatoréw liniowych. Wiele lat pdézniej, bo w 1954 roku, uzyskat
rezultat dla wszystkich przestrzeni Orlicza i dla operatoréw Lipschitza, a mianowicie:

Twierdzenie interpolacyjne Orlicza ([63]). Kazda przestrzeri Orlicza L¥|a,b] jest interpola-
cyjna miedzy L[a,b] i L>=[a,b] dla operatoréw Lipschitza oraz

||T||Lz'p(Lv’) < max(HT”Lip(Ll)a HTHLip(LOC))-

W orginalnym sformutowaniu twierdzenia, po prawej stronie nieréwnosci wystepuje w miejsce 1 stala
C > 1. Twierdzenie to bylo uogdlniane na przypadek przestrzeni symetrycznych przez B. S. Mit-
jagina (1965), A. P. Calder6na (1966), T. Shimogaki’ego (1968), G. G. Lorentza i T. Shimogaki’ego
(1969, 1971), G. I. Russu (1969), L. Maligrande (1979, 1989, 1991). Problematyka tych uogélnieni
podejmowana jest w Krein, Petunin i Semenov [KPS], Bennett i Sharpley [BS88], Maligranda [Mag9],
[Mal89], [Ma91].

W 1954 roku w pracy [62] Orlicz udowodnil réwniez inne twierdzenie:

Twierdzenie interpolacyjne Orlicza ([62]). Dla dowolnej rosngcej i wklestej funkeji w na
[0,00), przestrzen funkcji lipschitzowskich Lipw jest interpolacyjna miedzy Cla,b] ¢ Lip1 na [a,b] dla
operatordw liniowych (i dla pewnej klasy operatoréw nieliniowych,).

Twierdzenie to nie zostalo zauwazone w literaturze, cho¢ byto pierwszym twierdzeniem interpola-
cyjnym wykraczajacym poza przestrzenie Banacha funkcji mierzalnych. Analogiczne badania wiele lat
pézniej prowadzili R. O’Neil (1966), E. M. Semenov (1968) i J. Peetre (1969). Wiecej o twierdzeniach
interpolacyjnych typu Orlicza mozna znalezé w pracach Maligrandy [Ma89] i [Ma91].

W pracy [144], wspdlnej z Henrykiem Hudzikiem i Ryszardem Urbariskim, udowodnione zostalo
twierdzenie o interpolacji operatorow subliniowych w ciaggowych przestrzeniach Musielaka-Orlicza.
Wykazane zostalo twierdzenie typu Riesza-Thorina przy uzyciu metody trzech prostych dla funkcji
subharmonicznych. Zaleta takich rozwazan jest stala 4 lub 8 w oszacowaniu norm operatoréw w
zaleznoéci od przypadku rzeczywistego lub zespolonego. Bardziej ogdlne twierdzenia o interpolacji
przestrzeni Orlicza, bez zwracania specjalnej uwagi na najlepsze oszacowanie norm, byly wykazane
przez wielu autoréw, a najwazniejszy jest tu rezultat Ovchinnikova [Ov84]. Twierdzenia interpola-
cyjne dla przestrzeni Orlicza z mozliwie najlepszymi szacowaniami stalej interpolacji mozna znalezé w

ksigzkach Maligrandy [Mag89], Brudnyi i Krugljak [BK91], oraz pracy Karlovich i Maligranda [KMO1].

Monografie z dziedziny interpolacji operatoréw to (chronologicznie): Krein, Petunin i Semenov
[KPS], Ovchinnikov [Ov84], Bennett i Sharpley [BS88], Maligranda [Mal89], Brudnyi i Krugljak
[BK91].

J. Réwnania rézniczkowe — twierdzenia generyczne

Zbiér A w przestrzeni metrycznej X nazywa sie zbiorem I kategorii Baire’a (chudym), jezeli jest
suma przeliczalnej ilodci zbioréw nigdziegestych; zbidr jest nigdziegesty (rzadki), jezeli wnetrze dom-
kniecia jest puste. Jezeli zbidér A nie jest I kategorii Baire’a to nazywamy go zbiorem II kategorii
Baire’a. Zbior A jest rezydualny, jesli jego dopelnienie jest zbiorem I kategorii. Czasami zamiast
mowic, ze zbior jest rezydualny méwimy, ze opisywana przez niego wlasnosé jest generyczna. Podstawa
wszystkich rozwazan jest klasyczne twierdzenie Baire’a: zupelna przestrzen metryczna jest I kategorii.
Kazdy zbiér rezydualny w tej przestrzeni jest gesty i I kategorii.
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Odpowiedz na pytanie, czy w zbiorze X jakich$ obiektéw matematycznych istnieja obiekty o danej
wlasnosci W, mozna czesto uzyskaé stosujac metode kategorii Baire’a. Nalezy wyposazy¢ X w pewna
metryke zupela i stwierdzi¢ w niej rezydualno$é (generyczno$é) zbioru elementéw o wlasnosci W.
Tego rodzaju problematyka byla przedmiotem zainteresowan Szkoty Lwowskiej juz w latach trzydzie-
stych. Powszechnie znane sg twierdzenia S. Mazurkiewicza (1931) i S. Banacha (1931) o generycznosci
wlhasnosci nierézniczkowalnosci wszedzie w przestrzeni funkcji ciagtych Cla, b]. Pierwsze zastosowanie
metody kategorii Baire’a w teorii réwnan rézniczkowych podat Orlicz w 1932 roku. Rozwazmy wszy-
stkie funkcje f ciagle i ograniczone w prostokacie @ = [a,b] X [¢,d] lub Q = [a,b] x R™. Klasyczne
twierdzenie Peano informuje o istnieniu co najmniej jednego rozwiazania problemu Cauchy’ego

2'(t) = f(t,z(t), x(to) = xo. (9)

Standardowym zalozeniem, gwarantujacym jednoznacznos¢ rozwiazania w @, jest zalozenie, ze
f spelia warunek Lipschitza. W przestrzeni Banacha C(Q) z norma supremalna, zbiér funkcji
speliajacych warunek Lipschitza jest zbiorem I kategorii Baire’a i moznaby przypuszczaé, ze zbiér
funkcji f, dla ktérych (9) ma jednoznaczne rozwigzanie jest zbiorem I kategorii, ale jak wykazal wlasnie
Orlicz, zbidr ten jest zbiorem II kategorii Baire’a.

Twierdzenie Orlicza o kategoriach ([14]). Zbidr funkcji f, dla ktdrych réwnanie (9) posiada
jednoznaczne rozwigzanie, jest rezydualny w przestrzeni C(Q).

Mamy tutaj wiec troche paradoksalna sytuacje, gdyz twierdzenie Orlicza pokazuje, iz prakty-
cznie ,,wszystkie” réwnania rézniczkowe maja jednoznaczne rozwiazania, bo te bez jednoznacznego
rozwiazania stanowia zbiér chudy. Podobny rezultat dla problemu Darboux dotyczacego réwnan typu
hiperbolicznego ug, = f(z,y, v, uy, u,) zostal uzyskany przez Alexiewicza i Orlicza w [68].

Od lat siedemdziesiatych dal sie zauwazy¢ wyrazny wzrost zainteresowania problematyka gene-
ryczna w przestrzeniach nieskoriczonego wymiaru. Zapoczatkowala go praca Lasoty i Yorke’a [LY73],
gdzie dowiedziono, ze zbidr funkcji cigglych f, dla ktérych problem Cauchy’ego dla réwnania a'(t) =
f(t,x(t)) w przestrzeni Banacha, posiada wlasnosé istnienia, jednoznaczno$ci i ciaglej zaleznosci
rozwigzan od warunkéw poczatkowych, jest zbiorem rezydualnym w przestrzeni funkcji cigglych.
Przypomnijmy, ze problem Cauchy’ego w przestrzeni Banacha X ma rozwiazanie dla dowolnej funkcji
ciaglej f, wtedy i tylko wtedy, gdy X jest skoniczenie wymiarowa (A. N. Godunov 1975).

Dalsze twierdzeniach typu Orlicza o kategoriach (dotyczace wlasnosci punktéw stalych dla odw-
zorowan nierozszerzajacych, zbieznosci kolejnych przyblizen, rozwiazan rozmaitych typow réwnan
rézniczkowych, réwnaii funkeyjnych i rézniczkowo-funkcyjnych) uzyskali m. in. G. J. Butler, F. S. De
Blasi, T. Costello, T. Dominguez Benavides, M. Kisielewicz, M. Kwapisz, J. Myjak, G. Pianigiani, S.
Szufla, G. Vidossich.

W latach 1979-1981 Orlicz powrdcil do whasnosci generycznych. W pracy [143], wspdlnej ze Sta-
nistawem Szufla, wykazal, ze zbieznosé kolejnych przyblizeri dla réwnania x = f(x) jest wlasnoscia
generyczng (f : C(K,X) — C(K, X) oznacza funkcje ciagla, a X jest przestrzenia Frécheta).

W artykule [149] badali oni generyczne wlasnosci istnienia, jednoznacznosei i zbieznosci ciggu
aproksymacji nieskonczonego ukladu réwnan catkowych typu Volterry w przestrzeniach Banacha.
Dokladne oméwienie powyzszych rezultatéw znajduje sie¢ w pracy Orlicza [150] oraz pracach Myjaka
[My78] i [My80].

W kolejnych publikacjach [151] i [158], takze wspdlnych z S. Szufla, podano warunki dostateczne
istnienia rozwiazania calkowego réwnania Volterry

£(t) = p(t) + / f(t,5,2(5))ds,

gdzie rozwigzanie x jest funkcja z J = [0, a] do osrodkowe] przestrzeni Banacha X i nalezy do wek-
torowej przestrzeni Orlicza L¥(J, X). Nastepnie stwierdzili, ze przy tych samych zalozeniach, zbiér
wszystkich rozwiazan © € L¥(J, X) jest kompaktem Rs w sensie Aronszajna.

Monografie z réwnan rézniczkowych zawierajace twierdzenia kategoryjne to: Myjak [My80], Pic-
cinini, Stampacchia i Vidossich [PSV].
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K. Miara i catka. Funkcje rzeczywiste. Funkcje o skonczonej wariacji

Wiadystaw Orlicz byl autorem szeregu prac dotyczacych skonczenie addytywnych miar wektoro-
wych. Zajmowat sie¢ w nich m.in. konstrukcja catki z funkcji skalarnej wzgledem miary p o wartosciach
w przestrzeni Banacha X ([116], [117], [119], [131]) oraz zagadnieniem absolutnej ciaglosci (w réznych
znaczeniach tego pojecia) miary wektorowej wzgledem subaddytywnych funkeji zbioru ([124], [126],
[130]). Warto tu zwrécié uwage na twierdzenie podane w [126], gdzie przedstawiono do$é ogdlna
sytuacje, w ktérej absolutna ciaglo$¢ kazdej ze skalarnych funkcji zbioru z* u wzgledem subaddytywnej
skalarnej funkcji zbioru n implikuje absolutna ciaglo$é¢ u wzgledem n (z* jest tu ciagtym funkcjonalem
liniowym na X). Problematyce réznych funkcji zbioru, twierdzeniu Brooksa-Jewetta, poswiecone sa
ponadto artykuly [145], [146], [155].

Inne prace, [37], [40], [55], przygotowane w okresie wojennym, ale z oczywistych wzgledéw opu-
blikowane dopiero po kilku latach, traktuja o zagadnieniu istnienia nierézniczkowalnych funkcji ciagtych.
Zastosowane tam metody dowodéw, teoriomiarowe i kategoryjne, nawiazuja do przedwojennych idei S.
Banacha, S. Mazurkiewicza i H. Auerbacha. Rezultaty Orlicza zawarte w [37] sa o tyle ciekawe, ze sa
posrednie migdzy efektywnymi konstrukcjami nierézniczkowalnych funkcji ciaglych a twierdzeniami
egzystencjalnymi w rodzaju: w topologii normy supremalnej ciagle funkcje rézniczkowalne tworza
zbidr pierwszej kategorii Baire’a. Orlicz analizowat rézniczkowalno$é funkeji typu

fe(z) = Zgnfn(x)v fe(z,t) = Zan(t)fn(x)a
n=1 n=1

gdzie Y07 | | fn ()] jest jednostajnie zbieznym w pewnym przedziale szeregiem funkcji cigglych, e, €
{-1, 13N lub g, € {0,1}", a ,(t) oznaczaja funkcje typu Rademachera. Sformulowal on warunki,
ktorych spehienie przez funkcje f, i ich pochodne implikuje, ze funkcje f. nie sa rézniczkowalne dla
ciagéw (&,,) nalezacych do pewnego zbioru drugiej kategorii, a funkcje f.(z,t) nie sa rézniczkowalne
dla prawie wszystkich .

W publikacji [40] podane zostalo rozwiazanie problemu S. Ruziewicza (wpisanego do Ksiegi Szkock-
iej pod numerem 57) dotyczacego istnienia funkcji spemhiajacych jednocze$nie warunek Lipschitza
wzgledem niemalejacej funkcji wg oraz warunek nier6zniczkowalnosci wzgledem innej funkcji niemaleja-
cej wy. Orlicz podatl warunek konieczny i dostateczny istnienia takiej funkcji wyrazajacy si¢ pewna
relacja miedzy wq i ws.

Twierdzenie Orlicza ([40]). Niech wo i wy bedg funkcjami niemalejgcymi na [0, €], o wartosci
zero jedynie w zerze i prawostronnie ciggtymi w punkcie 0. Na to by istniala -okresowa funkcja f na
R spetniajgca warunks:

(1) |f(x+h)— f(z)] <wo(h|) dla wszystkich |h| < ¢,
(1)  limsupy_o|f(z +h) — f(z)|/wi(|h]) = +oo dla wszystkich x € R,

potrzeba i wystarcza, by

.. .wi(h) . k
lim inf h) =0, gdzie h) = sup ——.
h—0t () g () O<k2h wo (k)

Dostatecznos¢ zostata udowodniona przez efektywne skonstruowanie funkcji f. Z twierdzenia Orlicza
otrzymujemy jako bezposrednie konsekwencje nastepujace rezultaty:

— rezultat A. Zygmunda (1929) i S. Steckela (1929): istnieje okresowa funkcja f taka, ze za-
chodzi (1) oraz limsup,_,,|f(z + h) — f(z)|]/h = +oo dla wszystkich z, wtedy i tylko wtedy, gdy
Hmhﬂo h/’wo(h) = 0,

— jezeli s > 1 to f(z) = >0o, 2*”2gp(25"2x) jest ciagla, nierézniczkowalna, spelia warunek
Holdera dla v < 1/s i dla § > 1/s limsup,_o+ |f(z + h) — f(2)|/h° = 400 dla wszystkich z, przy
czym ¢ jest niestala funkcja spelniajaca warunek Lipschitza.

Cytowane wyzej twierdzenie, opatrzone komentarzem, znalez¢ mozna w ksiazce van Rooij i Schikhof
[RS82].
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Analogicznym kwestiom poswigcona jest praca [55], gdzie zastapiono granice gérna przez aproksy-
matywna granice gérna. Badania w tym zakresie kontynuowal uczeri Orlicza, E. Tarnawski w potowie
lat pieédziesiatych.

Dla podziatu 7 : a =ty <t < -+ < t, = b przedzialu [a, ], funkcji rzeczywistej x okreslonej na
[a, b] oraz funkcji Orlicza ¢, przyjmujemy

n
ool@,m) = pllalty) - 2(te-1)))-
k=1
Jezeli vy, (x) = sup, 0, (x, ) < 00, to méwimy, ze x ma ograniczong (skoriczong) p-wariacje na [a, b].
Dla ¢(u) = uP otrzymujemy w przypadku p = 1 klasyczna wariacje Jordana, a dla p # 1 tzw. p-ta
wariacje wprowadzona w 1924 roku przez N. Wienera, a wykorzystana wkrétce przez J. Marcinkiewicza
i L. C. Younga w teorii szeregéw Fouriera i calki Riemanna-Stieltjesa. Natomiast pojecie p-wariacji
pojawilo sie juz w 1937 roku w pracy Young [Yo37].

Funkcjonat v,(+) jest waznym przyktadem modularu. Zwiazana z nim klasa Vi = {z : v,(z) <
oo i xz(a) = 0} oraz przestrzen V¥ = {z : Az € V{ dla pewnego A > 0} byla badana przez Musielaka
i Orlicza w [80]. Zauwazyli oni m.in., ze réwno$¢ Vy = V¥ réwnowazna jest spelmianiu przez ¢
warunku Ay dla maltych u oraz Vi C V2, wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych C,ug > 0 zachodzi
w2(u) < Cpi(u) o ile u € [0,up]. Oni tez wykazali zupelno$é przestrzeni V¥ (generowanej przez
wypukla funkcje ) wzgledem normy bedacej funkcjonatem Minkowskiego zbioru V7, a ponadto podali
uogdlnienie twierdzenia Helly’ego o wyrywaniu podciagu i rozszerzyli wyniki E. R. Love z 1951 roku
dotyczace @-absolutnej ciaglodci.

W szczegdlnie waznej roli logartymicznie wypukte funkcje Orlicza ¢:

o(uv?) < ap(u) + Be(v) dla u,v,0,3 >0, o+ 5= 1.

wystapilty w pracy [136], gdzie Le$niewicz i Orlicz badali warunki istnienia calki Riemanna—Stieltjesa
/ b z(t)dy(t). Rozpatrywali oni szereg Younga
a

£ ()

gdzie ¢, oznaczaja Scisle rosnace funkcje Orlicza, i dowiedli dwéch implikacji wiazacych zbieznosé
powyzszego szeregu z indeksami Matuszewskiej—Orlicza funkcji ¢, 1:

1 1 1 1
70+70>1:>S<OO, *0+70<1=>S=OO.
S<P Sw SLP Sw

Podali tez dwa dowody twierdzenia Younga (patrz [Yo38]): jezeli ¢,v sq logarytmicznie wypuktymi,
scisle rosngeymi funkcjami Orlicza, dla ktérych szereg Younga jest zbieiny oraz x € V¥ jest funkcjg
ciggta, ay € V¥, to catka Riemanna-Sticltjesa funkcji x wzgledem vy istnieje i ponadto

oo

b
I/ (t)dy ()] < ¢ (vp (@)™ 0y (y) + D7 (T o (@)y T (0 vy (y)).

n=1

Lesniewicz i Orlicz zauwazyli tez, ze zalozenie S < oo jest istotne, bo gdy S = oo, funkcje ¢, ¥ i funkcje
do nich sprzezone ¢*, ¥* spelniaja warunek A, dla malych u, to istnieja funkcje ciagle z € V¥, y € V¥,
dla ktérych caltka [ xdy nie istnieje. Rezultaty przedstawione w [136] byly pézniej uogélniane przez
Schramma [Sc85] i Younga [Yo76]. Co wiecej, zostaly zamieszczone w ksiazce Dudley i Norvaisa
[DN99].

W cyklu dziesieciu artykutéw Orlicza, napisanych wspdlnie z Jarostawem Ciemnoczotowskim i
Wandg Matuszewska ([152], [157], [161]-[163], [166], [168], [170], [171], [175]), badane byly zwigzki
przestrzeni V¥ z réznymi innymi przestrzeniami funkcji (w tym z przestrzenig funkeji o skoficzonej
wariacji w sensie Watermana), przedstawione zostalo uogdlnienie twierdzenia Marcinkiewicza z pracy
[Mr34] oraz nastepujace rozszerzenie twierdzenia Rjazanova z [Rj68]: jezeli wypukta funkcja Orlicza ¢
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spelnia warunek Ay dla wszystkich u i v, (z) < oo, gdzie x jest funkcjg okresowg na R o okresie 1, to
dla dowolnego € > 0 istnieje zbior domknigty A C [0,1] taki, ze |[0,1] \ A| < € a zaweZenie x| 4 funkcji
x do zbioru A spetnia warunek typu Héldera: o(|zja(t) — x)a(s)]) < K|t — s].

Jezeli Py oznacza podzial przedziatu [a,b] o srednicy co najwyzej d, to funkcjonat

vi(x) =supo,(z, Ps)
Ps

jest takze modularem i to modularem wypuktym, gdy ¢ jest wypukta funkcja Orlicza. Wyznacza
on wiec norme typu Luxemburga Hx||g = inf{e > 0 : vf;(x/s) < 1}. Podprzestrzen domknigta
V¥ C V¥ zdefiniowana jako V¥ = {2 € V¥ : lims_o+ ||z[|, = 0} ma ciekawe wlasnosci topologiczne
— jest osrodkowa, ale jej przestrzen dualna jest nieosrodkowa, a jesli dodatkowo funkcja sprzezona
©* spelmia warunek A, dla matych wu, to V,? nie zawiera izomorficznej kopii przestrzeni ¢'. Fakty
te zostaly ustalone w [168]. Tym samym Orlicz rozszerzyl wynik J. Lindenstraussa i C. Stegalla z
1975 roku, ktérzy wskazali po raz pierwszy na przestrzenie V}¥, wyznaczone przez wypukle funkcje
potegowe ¢, jako na przyklad osrodkowej przestrzeni Banacha bez kopii £, z nieogrodkowym dualem.
Uproszczenia rozumowaii Lindenstraussa i Stegalla dokonat S. V. Kisliakov w [Ki84].

W pracy [170] znajduje si¢ analiza wlasnosci funkcjonatu v, oraz zwiazki przestrzeni V¥ z przestrze-

w

niami funkcji o skoriczonej wariacji w sensie Wienera (tzn. vy (z) = lims_o+ vfz(:c) < 00) iz

przestrzeniami o skoriczonej wariacji w sensie Riesza tj. r,(x) = supp g, (z) < oo, gdzie

0o(x) = @|(tr) — 2(tr—1)|/(tr — te-1))(te — tr—1)-

k=1

Pokazano tam m. in., ze addytywno$¢ (subaddytywnos$¢) funkcjonalu v, jako funkeji przedzialu
oznacza liniowosé funkcji ¢ (réwnowaznosé funkcji ¢ z funkcja liniowa) w pewnym otoczeniu zera.
Ponadto Orlicz zauwazyt, iz w ogdlnosci UZV () < vy (x), chociaz zawsze istnieja funkcje, dla ktérych w
powyzszej nierownosci zachodzi rownosé, a w przypadku subaddytywnych funkcji ¢ mamy U};V (x) =
v (x) dla dowolnej funkcji . W artykule [171] znalezé tez mozna warunki implikujace, dla abso-
lutnie ciaglej funkcji x o skoriczonej wariacji w sensie Riesza, przynalezno$é pochodnej =’ do klasy
Orlicza L{[a,b], przy czym rozwazane sa przede wszystkim niewypukle funkcje Orlicza ¢ (przypadek
wypuklych funkeji ¢ badali wezeéniej J. T. Medvedev w 1953 roku i K. U. Rzaev w 1976 roku).

Odnotowaé wypada réwniez prace [169] napisang wspdlnie z Lechem Maligranda. Przyjmujac v, =
v, oraz VP = V¥, gdzie p € (0,00), ¢(u) = uP, Autorzy tejze pracy udowodnili submultiplikatywnosé
funkcjonatu v, dla p € (0, 1] (tj. vp(zy) < vp(z)v,(y)) oraz nieréwnosé

v1(9(|z])) < P(vi(x)), (10)

ktéra zachodzi dla dowolnej wypuklej funkeji Orlicza 1) oraz dowolnej funkeji € V. Zauwazyli oni
ponadto, ze V¥ jest algebra Banacha wzgledem norm || || o + | - || oraz 2¢p=(1)]|-|| (norma |- || jest tu
normg typu Luxemburga zwiazang z modularem vy, ) i zwrdcili uwage na fakt wynikania z nieréwnosci
(10) dobrze znanej uogdlnionej nieréwnosci Opiala:

’ b
/ |I(t)|p|x’(t)‘dt < (b, a)i"(p+ 1)71/ |$l(t)|p+1dt,

Dowody przedstawione w [169] oparte sa na szeregu nieréwnosci, ktére byly pézniej dokladniej anali-
zowane 1 uogélniane przez Pecari¢a i Gusi¢a [PG96] oraz Castillo i Trousselota [CT07].

Orlicza zajmowaly ponadto operatory kompozycji dzialajace miedzy przestrzeniami typu V%.
Przykladowo, w pracy [166] istotnie rozszerzyl nastepujacy rezultat M. Josephy ([Jo83], patrz réwniez
Appell i Zabrejko [AZ90)): jesli p,v sq¢ funkcjami Orlicza spetniajgcymi warunek Ao dla malych u
oraz F : R — R jest funkcjg przyjmujocg wartosé zero w punkcie zero, to operator superpozycji
F(z) = F(x(-)) odwzorowuje V¥ w V¥ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego v > 0 istnieje taka stata
K,, ze dla |t|,|s| < v mamy Y(|F(t) — F(s)|) < Kyp(|t — s|). Zalozenie warunku As w powyzszym
twierdzeniu moze byé opuszezone — zauwazyt to Prus-Wisniowski w [PW89].

Monografie o funkcjach rzeczywistych i funkcjach o skoriczonej uogdlnionej wariacji: van Rooij i
Schikhof [RS82], Appell i Zabrejko [AZ90], Dudley i Norvaisa [DN99).

36





