
2. Dorobek naukowy Orlicza oraz nazwisko ORLICZ-a w matematyce

W ladys law Orlicz napisa l 176 prac naukowych, 2 podrȩczniki szkolne:

1. S. Kubrakiewicz i W. Orlicz, Rachunki do I klasy szko ly powszechnej , Wydawnictwo Zak ladu
Narodowego im. Ossolińskich, Lwów 1937, 92 strony.

2. A. Frejlich i W. Orlicz, Matematika dlya klyasi serednikh zagal’no-osvitnikh shkil, Państwowe
Wydawnictwo Ksia̧żek Szkolnych we Lwowie 1938, 168 stron (po ukraińsku).

i monografiȩ:

3a. W. Orlicz, Liniowa Analiza Funkcjonalna, Peking 1963, 138 stron (po chińsku).
3b. W. Orlicz, Linear Functional Analysis, angielskie t lumaczenie z chińskiego ksia̧żki [3a] przez Lee

Peng Yee, Series in Real Analysis 4, World Scientific, Singapore 1992, 262 strony.

Dwa podrȩczniki szkolne sprzed wojny, pokazuja̧ fakt przywia̧zywania przez Orlicza dużej wagi do
spraw dydaktycznych.

Mówia̧c o ksia̧żkach W ladys lawa Orlicza trzeba jeszcze raz wspomnieć o jego Dzie lach Zebranych
wydanych przez Państwowe Wydawnictwo Naukowe w dwóch tomach w 1988 roku jako W ladys law
Orlicz, Collected Papers. I, II. With contributions by Wanda Matuszewska and Lech Maligranda, oraz
o rekonstrukcji ksia̧żki Banacha Wstȩp do teorii funkcji zmiennej rzeczywistej, Monografie Matematy-
czne, Tom 17, Warszawa-Wroc law 1951. Ta ostatnia ksia̧żka by la przygotowywana do publikacji już
przed wojna̧, w drukarni Uniwersytetu Jagiellońskiego, ale w wyniku dzia lań wojennych zniszczony
zosta l rȩkopis i czȩść gotowego już sk ladu. Orlicz i Alexiewicz uzupe lnili brakuja̧ce fragmenty tekstu.

Trzeba jeszcze odnotować, że Orlicz planowa l napisanie ksia̧żki Ćwiczenia i zagadnienia analizy
matematycznej, gdyż zachowa l siȩ jednostronicowy konspekt z 1 marca 1954 roku z takimi planami.
Ponadto w líscie do Redakcji Polskiego S lownika Biograficznego z dnia 29 marca 1965 r., w zwia̧zku
z korekta̧ noty biograficznej o Stefanie Kaczmarzu [110] pisa l, że przed wojna̧ wstȩpnie pracowali z
Kaczmarzem nad ksia̧żka̧ matematyczna̧ dla szkó l wojskowych.

Z lat siedemdziesia̧tych zachowa lo siȩ 106 stron pisanego maszynopisu po niemiecku ksia̧żki Orlicza
Saksräume und ihre Anwendungen. Niestety materia l ten nie zosta l opublikowany.

Naukowo Orlicz zajmowa l siȩ teoria̧ sumowalności, szeregami ortogonalnymi, analiza̧ funkcjonalna̧,
funkcjami rzeczywistymi, teoria̧ miary i równaniami różniczkowymi. By l on twórca̧ przestrzeni funkcji
oraz cia̧gów, nazwanych po latach przestrzeniami Orlicza. Uogólniaja̧ one znane przestrzenie F. Riesza
(przestrzenie Lp).

W omówieniu dorobku naukowego Orlicza skupimy uwagȩ przede wszyskim na tych jego wynikach,
które trafi ly do klasyki, do kanonu wiedzy matematycznej i przynios ly ich autorowi najwiȩksze uznanie.
Wyników takich jest niema lo i konieczna jest ich selekcja. Wybór oczywíscie jest subiektywny.
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Dorobek naukowy Orlicza można podzielić na kilka grup tematycznych:

A. Przestrzenie Orlicza.
B. Zbieżność bezwarunkowa i szeregi funkcyjne.
C. Przestrzenie F -unormowane i przestrzenie Saksa.
D. Teoria sumowalności.
E. Funkcjona ly ortogonalnie addytywne, przestrzenie modularne i przestrzenie Musielaka-Orlicza.
F. Operatory wielomianowe i analityczne.
G. Funkcje wektorowe: mierzalność, różniczkowanie i analityczność.
H. Indeksy Matuszewskiej-Orlicza.
I. Interpolacja operatorów.
J. Równania różniczkowe — twierdzenia generyczne.
K. Miara i ca lka. Funkcje rzeczywiste. Funkcje o skończonej wariacji.

W każdej powyższej grupie tematycznej wypiszȩ rezultaty lub określenia zawieraja̧ce nazwisko
Orlicza. Omówienie kończy siȩ lista̧ monografii i artyku lów przegla̧dowych, w których znaleźć można
szersze komentarze dotycza̧ce znaczenia badań Orlicza i rozwoju jego idei. Pozycje te cytowane sa̧
w tekście z użyciem symbolu z lożonego z pierwszych liter autora ba̧dź autorów oraz czȩsto osta-
tnich dwóch cyfr roku opublikowania. Natomiast prace Orlicza numerowane sa̧ zgodnie z ich spisem
zamieszczonym w dalszej czȩści 6b artyku lu.

A. Przestrzenie Orlicza

W 1910 roku F. Riesz wprowadzi l do analizy przestrzenie Lp[a, b] = Lp i `p, które odgrywaja̧ ważna̧
rolȩ w różnych dzia lach analizy. Przynależność funkcji x do Lp określa warunek

Iϕ(x) =
∫ b

a

ϕ(|x(t)|)dt <∞,

gdzie ϕ(u) = up, p > 1. Niemal natychmiast podjȩto próby zasta̧pienia funkcji potȩgowej ogólniejszymi
funkcjami ϕ. Za wyj́sciowa̧ można uznać pracȩ W. H. Younga z 1912 roku zawieraja̧ca̧ pewna̧
nierówność funkcyjna̧, która z czasem trafi la do klasyki z nazwiskiem jej odkrywcy. W 1928 roku
Kaczmarz i Nikliborc [KN28] badali, za Paulem Noaillonem (którego rozważania nie zosta ly opu-
blikowane) zbieżność cia̧gu funkcji fn do funkcji f w nastȩpuja̧cym sensie

lim
n→∞

∫ b

a

ϕ(|fn(t)− f(t)|)dt = 0.

Wykazali oni szereg twierdzeń dotycza̧cych takiej uogólnionej zbieżności. Uogólnieniami przestrzeni
Lp zajȩli siȩ w końcu lat dwudziestych R. Cooper i J. C. Burkill. Ten ostatni opublikowa l nastȩpuja̧ce
twierdzenie ([Bu28]): dla dowolnej funkcji x spe lniaja̧cej warunek Iϕ(x) <∞ i dowolnego ε > 0 istnieje
funkcja schodkowa s dla której zachodzi Iϕ(x − s) < ε. Praca Burkilla zainteresowa la Zygmunta
Birnbauma i W ladys lawa Orlicza. Dowiedli oni w [8], że to twierdzenie (oraz jego wariant z funkcja̧
cia̧g la̧ zamiast s) nie jest prawdziwe w ogólności, ale jest prawdziwe gdy ϕ spe lnia tzw. warunek ∆2

dla dużych u, tj. ϕ(2u) 6 Cϕ(u) dla pewnej sta lej C > 0 oraz u > u0 > 0 (gdy nierówność zachodzi
odpowiednio w pewnym prawostronnym otoczeniu zera lub w ca lej dziedzinie, to mówi siȩ o warunku
∆2 dla ma lych u i odpowiednio o warunku ∆2 dla wszystkich u).

W kolejnej pracy [9] Birnbaum i Orlicz rozważali funkcje cia̧g le ϕ : [0,∞) → [0,∞) nazwane N ′-
funkcjami, od których wymagali, aby: ϕ(u) = 0⇔ u = 0 oraz limu→0+ ϕ(u)/u = 0, limu→∞ ϕ(u)/u =
∞ (warunki graniczne bȩda̧ później znane jako warunki 01 i ∞1). Z N ′-funkcja̧ ϕ zwia̧zali też inna̧
N ′-funkcjȩ ϕ∗ równościa̧

ϕ∗(v) = sup
u>0
{uv − ϕ(u)}. (1)

O funkcji ϕ∗ mówi siȩ dzisiaj funkcja dope lniaja̧ca (lub sprzȩżona) do ϕ. Równość (1) implikuje
oczywista̧ uogólniona̧ nierówność Younga: uv 6 ϕ(u) + ϕ∗(v).
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W przypadku wypuk lej funkcji ϕ Birnbaum i Orlicz uzyskuja̧ ca lkowe reprezentacje ϕ(u) =
∫ u

0
p(t)dt

i ϕ∗(v) =
∫ v

0
p−1(t)dt, gdzie p−1 jest funkcja̧ odwrotna̧ (w sensie uogólnionym) do p. Tym samym

otrzymali też klasyczna̧ nierówność Younga.
Odnotujmy tutaj, że liczni specjalísci z analizy wypuk lej przypisuja̧ zdefiniowanie wzorem (1)

funkcji sprzȩżonej S. Mandelbrojtowi, przytaczaja̧c pewna̧ jego pracȩ z roku 1939, pracȩ o 8 lat
późniejsza̧ od publikacji Birnbauma i Orlicza. W [9] zosta lo też wprowadzone pojȩcie równoważności
N ′-funkcji ϕ,ψ: istnieja̧ sta le dodatnie a, b, c, d takie, że

aϕ(bu) 6 ψ(u) 6 cϕ(du),
przy czym ża̧da siȩ zachodzenia nierówności ba̧dź w otoczeniu nieskończoności (wtedy mówi siȩ o
równoważności funkcji dla dużych u), ba̧dź w otoczeniu zera (równoważność dla ma lych u), ba̧dź dla
u ∈ [0,∞) (równoważność dla wszystkich u). Praca [9] zawiera ponadto wyniki badań zbiorów

Lϕ0 = {x : Iϕ(x) <∞}, `ϕ0 = {x = (xn) :
∞∑
n=1

ϕ(|xn|) <∞},

które prowadza̧ m.in. do uogólnienia znanego twierdzenia Landau’a: dla p, q > 1 zachodzi x`p ⊂ `1 ⇔
x ∈ `q, gdzie p−1 + q−1 = 1.

Birnbaum i Orlicz nie analizowali jednak rozpatrywanej problematyki z punktu widzenia teorii
przestrzeni Banacha. Ten kierunek podja̧ l Orlicz w roku 1932 publikuja̧c pracȩ [13], która̧ uznać
wypada za pierwszy artyku l traktuja̧cy o liniowo-topologicznych w lasnościach klasy Lϕ0 z wypuk la̧
funkcja̧ ϕ spe lniaja̧ca̧ warunek ∆2 (przy tym ostatnim za lożeniu Lϕ0 jest przestrzenia̧ liniowa̧). Orlicz
zauważy l, że równość

‖x‖0ϕ = sup{
∫ b

a

|x(t)y(t)|dt :
∫ b

a

ϕ∗(|y(t)|dt ≤ 1}

definiuje normȩ na Lϕ0 . Norma ta zwana jest dzisiaj norma̧ Orlicza.
Już w roku 1936 Orlicz zaja̧ l siȩ sytuacja̧ ogólniejsza̧. W pracy [27] zrezygnowa l z warunku ∆2 i

rozważa l przestrzeń liniowa̧

Lϕ[a, b] = Lϕ = {x : Iϕ(λx) <∞ dla pewnegoλ > 0 zależnego odx}, (2)

a nastȩpnie udowadni l zupe lność przestrzeni (Lϕ, ‖ · ‖0ϕ). Trzeba tu zwrócić uwagȩ na fakt, że Lϕ = Lϕ0
wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ spe lnia warunek ∆2 (dla dużych u). Przestrzenie określone równościa̧ (2)
znane sa̧ obecnie jako przestrzenie Orlicza. Artyku l [27] zawiera też badania cia̧gowych przestrzeni
Orlicza

`ϕ = {x = (xn) :
∞∑
n=1

ϕ(λ|xn|) <∞ dla pewnego λ > 0 zależnego od x},

a także nastȩpuja̧ce

Twierdzenie (Orlicz, 1936).

(a) Zbieżność ‖xn − x‖0ϕ → 0 jest równoważna warunkowi Iϕ(λ(xn − x))→ 0 dla każdego λ > 0.

Jeżeli ϕ spe lnia warunek ∆2 dla dużych u, to:

(b) Przestrzeń Lϕ[a, b] jest ośrodkowa, co wiȩcej, uk lad Haara jest baza̧ w Lϕ[a, b].

(c) Przestrzeń sprzȩżona do Lϕ[a, b] jest izomorficzna z (Lϕ
∗[a,b], ‖ · ‖0ϕ∗).

(d) Przestrzeń Lϕ[a, b] jest refleksywna o ile ϕ∗ także spe lnia warunek ∆2.

Obiekty Lϕ, Lϕ0 wzbudzi ly zainteresowanie już przed druga̧ wojna̧ światowa̧. Wspominane sa̧ w
monografiach S. Banacha [Ba32] (uwagi do wstȩpu, przyk lad 13) i A. Zygmunda [Zy35]. Wydaje siȩ,
iż termin przestrzenie Orlicza po raz pierwszy pojawi l siȩ w przeoczonej przez wielu specjalistów pracy
M. Morse’a i W. Transue z roku 1950 (patrz [MM50], str 595). Użyli go też M. A. Krasnoselskĭı i
Ya. B. Rutickĭı w artykule [KK51] z roku 1951 oraz A. C. Zaanen w publikacji [Za52] z roku 1952, a
potem w monografii [Za53] z roku 1953.

Udzielaja̧c wywiadu dla tygodnika ,,Wprost” (wywiad ukaza l siȩ 6 listopada 1983 roku [B83]) na
pytanie ,, jak powsta ly pana przestrzenie”, Orlicz odpowiedzia l:
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By lem, jako stypendysta, w s lawnym centrum matematycznym Göttingen. Razem z kolega̧ Birn-

baumem studiowalísmy prace matematyków angielskich. Zuważylísmy w nich różne b lȩdy, wiedzieli-

śmy, że można lepiej to zrobić. Opublikowalísmy pierwsza̧ pracȩ. Tak siȩ zaczȩ lo. Później

nasta̧pi la ogromna fala analizy funkcjonalnej, już we Lwowie. Wtedy napisa lem moja̧ pierwsza̧

pracȩ na temat nowego rodzaju przestrzeni funkcyjnych, nazwanych z biegiem czasu moim nazwi-

skiem. Jeżeli w ogóle idzie o tȩ analizȩ, to nie mielísmy konkurencji w tym czasie na ca lym

świecie. Co innego teraz. Wszystko siȩ rozros lo, jest straszliwa konkurencja. Pracuje siȩ nad

czymś i nigdy nie wiadomo czy nie zosta lo to już dawno gdzieś w Australii, Francji czy Japonii

zrobione. Trudność polega także na tym, że problemy sa̧ coraz bardziej wyrafinowane, coraz bardziej

sa̧ skomplikowane zagadnienia.

Dok ladniej wygla̧da lo to tak, że Orlicz z kolega̧ ze Lwowa Z. W. Birnbaumem spotkali sie w 1930
roku w Getyndze i napisali dwie prace [8] i [9]. W pierwszej, z roku 1931, poprawili b la̧d w pracy J.
C. Burkilla z 1928 roku w twierdzeniu o aproksymacji. W drugiej, 68 stronicowej pracy z 1931 roku
Birnbaum i Orlicz uogólnili twierdzenie Landaua (by l to wielki matematyk, którego poznali w laśnie w
czasie pobytu w Getyndze). Ale przestrzeni nadal tam nie by lo. Dopiero w pracy Orlicza z 1932 roku,
i później w pe lnej ogólności w roku 1936, pojawi ly siȩ nowe przestrzenie. To by lo przyczyna̧ dlaczego
termin przestrzenie Orlicza pojawi l siȩ dopiero w pracy Morse i Transue z 1950 roku i nastȩpnie w
pracy [Za52] oraz ksia̧żce Zaanena [Za53] z 1953 roku.

Na upowszechnienie terminu przestrzenie Orlicza znaczny wp lyw mia la oprócz ksia̧żka Zaanena
[Za53], wydana w 1958 roku monografia matematyków radzieckich z Woroneża, Krasnoselskiego i
Rutickiiego [KR58], a szczególnie jej angielskie t lumaczenie z 1961 roku. Przestrzenie Orlicza sta ly siȩ
wkrótce obiektem badań na ca lym świecie i znalaz ly liczne zastosowania. Wspomnijmy, że czasami
sa̧ wśród matematyków zwolennicy terminu przestrzenie Birnbauma-Orlicza (por. [Bu78] i [Wo97]),
jednak obecnie, ca lkiem zreszta̧ s lusznie, przestrzenie te sa̧ zwia̧zane tylko z nazwiskiem Orlicza.

Należy podkreślić, że Zaanen w pracy [Za52] rozważa l przestrzenie Lϕ generowane przez tzw.
funkcje Younga ϕ, tzn. dopuszcza siȩ przyjmowanie przez ϕ wartości 0 w otoczeniu zera i wartości
+∞ (wtedy przestrzeń L∞ jest też przestrzenia̧ typu Lϕ). Tak ogólne za lożenia o ϕ przyja̧ l również w
swojej rozprawie doktorskiej [Lu55] z 1955 roku W. A. J. Luxemburg, który wykorzystywa l nastȩpuja̧ca̧
normȩ w Lϕ:

‖x‖ϕ = inf{ε > 0 : Iϕ(x/ε) 6 1}. (3)

Jest ona równoważna normie ‖·‖0ϕ, gdyż ‖x‖ϕ 6 ‖x‖0ϕ 6 2‖x‖ϕ. Krasnoselskĭı i Rutickĭı nazwali normy
‖ · ‖ϕ, ‖ · ‖0ϕ odpowiednio normami Luxemburga i Orlicza. Nazwanie normy (3) norma̧ Luxemburga
jest nieuzasadnione, bo równość (3) wystȩpuje zarówno w pracy [MT50] oraz w monografii H. Nakano
[Na50], a wiȩc w publikacjach o 5 lat starszych od doktoratu Luxemburga. Krasnoselskĭı i Rutickĭı w
[KR58] podaja̧, że

‖x‖0ϕ = inf
k>0

1 + Iϕ(kx)
k

. (4)

Wyrażenie po prawej stronie jest tzw. norma̧ Amemiyi ‖ · ‖Aϕ rozważana̧ w ksia̧żce Nakano cytowanej
przez Krasnosielskiego i Rutickiego. Pozostaje wiȩc zagadka̧, jak to siȩ sta lo, że zauważaja̧c normȩ
Amemiya Krasnoselskii i Rutickii przeoczyli równość (3).

Równość ‖x‖0ϕ = ‖x‖Aϕ jest bardzo ważna z punktu widzenia geometrycznych w lasności przestrzeni
Orlicza Lϕ. Pozostaje ona prawdziwa także w sytuacji, gdy ϕ jest funkcja̧ Younga (udowodniono to
późno, bo dopiero Hudzik i Maligranda [HM00] zrobili to w 1999 roku). Uzupe lniaja̧c informacje o
postaciach norm w przestrzeniach Lϕ przytaczamy nastȩpuja̧cy wynik Orlicza z pracy [97]:

Twierdzenie Orlicza (1961). W przestrzeni Orlicza Lϕ(µ) norma Luxemburga-Nakano ‖x‖ϕ =
inf{ε > 0 : Iϕ(x/ε) 6 1} jest równa

‖x‖ϕ = inf
k>0

max {1, Iϕ(kx)}
k

. (5)

W pracach i monografii Zaanena oraz w ksia̧żce Krasnoselskiego i Rutickiego po raz pierwszy za-
stosowano przestrzenie Orlicza w teorii liniowych i nieliniowych równań ca lkowych. Później zaczȩto
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wykorzystywać je także w teorii równań różniczkowych, konstruktywnej teorii funkcji i teorii aproksy-
macji, probabilistyce, statystyce matematycznej. Przestrzenie Orlicza znacznie rozszerzy ly proble-
matykȩ badawcza̧ w porównaniu z przestrzeniami Lp choćby w zakresie w lasności geometrycznych.
Zagadnienia różnych typów wypuk lości, g ladkości przestrzeni Lϕ zainteresowa ly na d lugo znaczna̧
liczbȩ matematyków (m.in. W. A. J. Luxemburga, H. W. Milnesa, B. A. Akimovicha, M. M. Rao, S.
L. Troyanskiego, K. Sundaresana, B. Turetta, H. Hudzika, A. Kamińska̧, J. E. Jamisona, P.-K. Lina,
S. Chena, T. Wanga, Y. Wanga, C. Wu, W. Kurca, R. P luciennika, Y. Cui, B.-L. Lina).

Idea zasta̧pienia funkcji potȩgowej ogólniejsza̧ zosta la przeniesiona na inne typy przestrzeni funkcyj-
nych. Zaczȩto z powodzeniem rozwijać wielokierunkowe badania znanych dzís szeroko przestrzeni
Besicovicha-Orlicza, Hardy’ego-Orlicza, Lipschitza-Orlicza, Lorentza-Orlicza, Marcinkiewicza-Orlicza,
Orlicza-Sobolewa, Orlicza-Zygmunda. Tematyka badawcza zwia̧zana z przestrzeniami Orlicza podej-
mowana by la i jest przez nierzadko wybitnych specjalistów skupionych w licznych ośrodkach w różnych
punktach globu. Wśród nich wymienić należy:

— Sapporo, gdzie rozwijano g lównie ogólna̧ teoriȩ przestrzeni modularnych i poświȩcono sporo
uwagi przestrzeniom Orlicza stanowia̧cym bardzo ważny typ przestrzni modularnych; dzia lali tu przede
wszystkim: H. Nakano, I. Amemiya, T. Ando, T. Shimogaki, S. Yamamuro, S. Koshi, J. Ishii,

— Woroneż, w którym zajmowano siȩ operatorami liniowymi i nieliniowymi w przestrzeniach Lϕ i
stosowano te przestrzenie do problemów równań ca lkowych, rozważano znacznie ogólniejsze przestrze-
nie symetryczne i zagadnienia interpolacji operatorów; do tej grupy należeli m.in.: M. A. Krasnoselskĭı,
Ya. B. Rutickĭı, E. I. Pustylnik, D. V. Salekhov, E. M. Semenov, V. I. Sobolev, P. P. Zabreiko, a
wspó lpracowali z nimi I. V. Shragin, M. M. Vainberg i G. Ya. Lozanovskĭı,

— Leiden, miejsce szczególnie ważnych badań nad kratami liniowymi i przestrzeniami Banacha
funkcji mierzalnych (w tym przestrzeni Orlicza) prowadzonych przez A. C. Zaanena, W. A. J. Luxem-
burga, W. J. Classa J. J. Groblera, E. de Jonge, B. de Pagtera, A. R. Schepa, W. K. Vietscha,

— Poznań skupiaja̧cy liczne grono wychowanków W ladys lawa Orlicza i Juliana Musielaka oraz
ich uczniów (J. Albrycht, L. Drewnowski, P. Foralewski, H. Hudzik, A. Kamińska, P. Kolwicz,
P. Kranz, W. Kurc, I. Labuda, R. Leśniewicz, L. Maligranda, M. Masty lo, W. Matuszewska, M.
Nawrocki, M. Nowak, R. P luciennik, St. Stoiński, R. Taberski, R. Urbański, A. Waszak, M. Wis la,
W. Wnuk). Podjȩli oni zagadnienia geometrycznych i strukturalnych w lasności przestrzeni Orlicza i ich
ogólniejszego wariantu (przestrzenie Musielaka-Orlicza), a także interpolacji operatorów, przestrzeni
Hardy’ego-Orlicza i przestrzeni modularnych. Ta problematyka by la również rozpatrywana przez
matematyków francuskich: Ph. Turpina i E. Ginera,

— Jerozolima, gdzie uzyskano ważne twierdzenia dotycza̧ce izomorficznej i lokalnej struktury
przestrzeni Orlicza; autorami tych twierdzeń sa̧ m.in.: J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Z. Altshuler, K. J.
Lindberg. Powyższa tematyka by la kontynuowana, ze znakomitymi rezultatami, przez N. J. Nielsena,
N. J. Kaltona, J. Y. T. Woo oraz matematyków hiszpańskich: F. L. Hernándeza, B. Rodŕıgueza-
Salinasa i C. Ruiza,

— Harbin, znany przede wszystkim z wielu wyników z zakresu geometrii przestrzeni funkcyjnych
uzyskanych przez S. Chena, Y. Cui, Y. Duana, Z. Shi, H. Sun, T. Wanga, Y. Wanga, Z. Wanga, C.
Wu.

Orlicz wielokrotnie powraca l do tematyki przestrzeni Lϕ, której poświȩcone sa̧ prace [78], [81], [85],
[93], [94], [96], [98], [112], [125], [154], [172]. Interesowa l siȩ też bardzo przestrzeniami wyznaczonymi
przez niewypuk le funkcje ϕ. Najczȩściej przyjmowanymi przez niego za lożeniami o funkcji ϕ : [0,∞)→
[0,∞) by ly: cia̧g lość, nieograniczoność, niemalenie oraz ϕ(u) = 0 ⇔ u = 0. Funkcje takie określa siȩ
mianem funkcji Orlicza lub ϕ-funkcji.

Efektem wspó lpracy ze Stanis lawem Mazurem jest artyku l [78], gdzie podano warunki konieczne i
dostateczne liniowości zbioru Lϕ0 przy bardzo ogólnych za lożeniach o ϕ (nie ża̧dano ani cia̧g lości ani
monotoniczności), a ponadto dyskutowano możliwość wprowadzenia odpowiedniej F -normy w takich
przestrzeniach. W laściwa̧ okaza la siȩ F -norma Mazura-Orlicza

|x|ϕ = inf{ε > 0 : Iϕ(x/ε) 6 ε}.

Co wiȩcej autorzy pracy [78] stwierdzili, że Lϕ można wyposażyć w normȩ zupe lna̧ ‖ · ‖ o w lasności
‖xn‖ → 0⇒ Iϕ(xn)→ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest równoważna funkcji wypuk lej.
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Pierwotnie przestrzenie Lϕ określono jako przestrzenie pewnych funkcji na przedziale i ca lka
definiuja̧ca funkcjona l Iϕ by la ca lka̧ wzglȩdem miary Lebesgue’a. Oczywíscie można, i czȩsto tak
siȩ czyni, rozpatrywać przestrzenie Orlicza nad dowolna̧ miara̧ µ:

Lϕ(µ) = {x ∈ L0(µ) : Iϕ(λx) =
∫

Ω

ϕ(λ|x(t)|)dµ <∞ dla pewnego λ > 0},

gdzie L0(µ) jest przestrzenia̧ klas równoważności, wzglȩdem równości µ-prawie wszȩdzie, funkcji
rzeczywistych (lub zespolonych) mierzalnych wzglȩdem σ-algebry podzbiorów zbioru Ω, na której
zadana jest miara µ. W lasności miary µ nie pozostaja̧ bez wp lywu na w lasności przestrzeni Lϕ(µ).
Ważne sa̧ tu trzy typy miar: bezatomowa i nieskończona, bezatomowa i skończona oraz miara licza̧ca
na zbiorze potȩgowym zbioru liczb naturalnych. Dla każdego z tych przypadków istotne jest za-
chowanie siȩ funckji ϕ odpowiednio: w ca lej dziedzinie, w otoczeniu nieskończoności, w otoczeniu
zera. Na potwierdzenie tego faktu zacytujemy nastȩpuja̧ce twierdzenie podane w [78]:

Twierdzenie Mazura-Orlicza (1958). Jeżeli miara µ jest bezatomowa i skończona (licza̧ca), to
przestrzeń Lϕ(µ) jest lokalnie wypuk la, wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest równoważna funkcji wypuk lej
w pewnym otoczeniu nieskończoności (zera).

Przestrzenie Orlicza to już klasyczne przyk lady przestrzeni Banacha. Świadczyć o tym moga̧
nastȩpuja̧ dane zaczerpniȩte z Mathematical Reviews (MathSciNet z lat 1940 - 2008), gdzie termin
przestrzeń Orlicza pojawi l siȩ w tytu lach prac ponad 1.100 razy, a w tytu lach lub streszczeniach 2.500
razy (termin przestrzeń Banacha pojawi l siȩ: 12.450 i 50.700 razy, odpowiednio).

Monografie o przestrzeniach Orlicza jakie zosta ly dotychczas opublikowane to (chronologicznie):
Krasnoselskĭı i Rutickĭı [KR58], Lindenstrauss i Tzafriri [LT77, 79], Musielak [Mu83], Wu i Wang
[WW83], Maligranda [Mal89], Rao i Ren [RR91], Chen [C96] oraz Rao i Ren [RR02].

Na zakończenie anegdota zwia̧zana z ,,przestrzeniami Orlicza”:
Profesor Orlicz z loży l podanie o przydzia l w Poznaniu wiȩkszego mieszkania.
Urzȩdnik odpowiedzia l: Nie możemy spe lnić Pańskiej prośby o wiȩksze mieszkanie
przecież Pan ma w lasne przestrzenie !!!.

B. Zbieżność bezwarunkowa i szeregi funkcyjne

Przypomnijmy, że jeśli τ jest topologia̧ na przestrzeni liniowej X, to szereg
∑∞

1 xn elementów tej
przestrzeni nazywa siȩ:

– bezwarunkowo zbieżnym (wzglȩdem τ), gdy τ -zbieżny jest każdy z szeregów
∑∞

1 xπ(n), gdzie π
oznacza dowolna̧ permutacjȩ zbioru liczb naturalnych,

– podszeregowo zbieżnym (wzglȩdem τ), gdy τ -zbieżny jest każdy podszereg
∑∞

1 xnk , gdzie (nk)
jest dowolnym rosna̧cym cia̧giem liczb naturalnych.

Orlicz używa l terminu ,,szereg doskonale zbieżny” zamiast ,,szereg podszeregowo zbieżny”. Wiedzia l
on, że w przestrzeniach Banacha zbieżność bezwarunkowa i podszeregowa w topologii normowej pokry-
waja̧ siȩ (fakt ten opublikowa l dość późno, bo dopiero w roku 1933). Zainicjowa l też, trwaja̧ce przez
wiele lat, badania zwia̧zków miȩdzy różnymi rodzajami zbieżności szeregów w różnych topologiach,
najwiȩcej uwagi poświȩcaja̧c w laśnie zbieżności bezwarunkowej i podszeregowej. W pracy [5] z roku
1929 sformu lowa l nastȩpuja̧ce twierdzenie:

Twierdzenie Orlicza (1929). Szereg
∑∞

1 xn jest bezwarunkowo zbieżny w cia̧gowo s labo zupe lnej
przestrzeni Banacha X, wtedy i tylko wtedy, gdy

∑∞
1 |x∗(xn)| <∞ dla wszystkich liniowych i cia̧g lych

funkcjona lów x∗ na X.

Analizuja̧c dowód powyższego twierdzenia zauważy l możliwość opuszczenia za lożenia cia̧gowej
s labej zupe lności przy równoczesnej konieczności zasta̧pienia warunku

∑∞
1 |x∗(xn)| < ∞ silniejszym

za lożeniem podszeregowej zbieżności szeregu
∑∞

1 xn w s labej topologii (w klasie cia̧gowo s labo zupe l-
nych przestrzeni Banacha pojȩcia te sa̧ równoważne). Fakt ten zosta l przedstawiony w trakcie jednego
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ze spotkań lwowskich matematyków, ale Orlicz nie zdecydowa l siȩ na opublikowanie ulepszonej wersji
twierdzenia, nie doceniaja̧c wówczas pe lnej jego wartości. Twierdzenie Orlicza w zmienionej wersji
wyp lynȩ lo prawie dziesiȩć lat później w jednej z prac B. J. Pettisa.

Twierdzenie Orlicza-Pettisa (Orlicz 1929; Pettis 1939). Szereg
∑∞

1 xn jest bezwarunkowo
zbieżny (w topologii normy), wtedy i tylko wtedy, gdy jest podszeregowo zbieżny w s labej topologii.

Pettis przedstawi l dowód twierdzenia Orlicza w pe lnej ogólności, powia̧za l je z teoria̧ miar wek-
torowych i poda l nastȩpuja̧ce równoważne sformu lowanie:

Jeżeli miara określona na σ-algebrze jest przeliczalnie addytywna w topologii s labej, to jest przeliczal-
nie addytywna w topologii normowej.

Ze wzglȩdu na to, że Pettis formalnie jako pierwszy poda l dowód omawianego twierdzenia w pe lnej
ogólności, a zw laszcza wskaza l jego interesuja̧ce konsekwencje, wesz lo ono do literatury pod nazwa̧
twierdzenia Orlicza-Pettisa. Różne warianty i uogólnienia twierdzenia Orlicza-Pettisa formu lowane
by ly i sa̧ czȩsto w laśnie w jȩzyku miar. Dzisiaj wiadomo, że twierdzenie Orlicza-Pettisa pozostaje
prawdziwe w klasach przestrzeni lokalnie wypuk lych i niektórych typach F-przestrzeni nielokalnie
wypuk lych (np. w F-przestrzeniach z baza̧ Schaudera). Znane sa̧ przyk lady F-przestrzeni, w których
twierdzenie Orlicza-Pettisa nie zachodzi (M. Nawrocki, 1987, 1990).

Orlicza zajmowa lo też zagadnienie zwia̧zków miȩdzy zbieżnościami podszeregowymi dla innych
par topologii niż s laba i normowa i to niekoniecznie zadanych na przestrzeni Banacha (taka̧ naturalna̧
parȩ tworza̧ np. w F-przestrzeniach funkcji mierzalnych, topologia zbieżności wg miary i oryginalna
topologia metryczna). Twierdzenia typu Orlicza-Pettisa formu lowane sa̧ dla szeregów w grupach
topologicznych. Najbardziej znane uogólnienia w tym kierunku zosta ly dokonane przez N. J. Kaltona,
który pokaza l, że w przypadku topologicznych grup polskich podszeregowa zbieżność w dowolnej
s labszej topologii grupowej pocia̧ga taka̧ż zbieżność w topologii oryginalnej. Warto dodać, że wyniki
Kaltona zosta ly w istotny sposób rozszerzone m.in. przez Lecha Drewnowskiego i Iwo Labudȩ, uczniów
Profesora. W ostatnich latach opublikowali oni ponadto warianty twierdzenia Orlicza-Pettisa dla
szerokich klas topologicznych krat liniowych.

Orlicz zauważy l równoważność warunków

1o
∑∞

1 |x∗(xn)| <∞ dla dowolnego cia̧g lego funkcjona lu liniowego x∗,

2o {
∑
n∈F xn : F ⊂ N, F skończony} jest zbiorem ograniczonym.

Tak wiȩc warunek wystȩpuja̧cy w pierwotnej wersji twierdzenia Orlicza-Pettisa okazuje siȩ być
równoważnym warunkowi nieodwo luja̧cemu siȩ do przestrzeni dualnej. Szereg

∑∞
1 xn z ograniczonym

zbiorem wszystkich skończonych sum swoich wyrazów nazwa l Orlicz doskonale ograniczonym (obecnie,
w odniesieniu do przestrzeni Banacha mówi siȩ: ,,(xn) jest s labo bezwarunkowo Cauchy’ego”). Orlicz
interesowa l siȩ przez wiele lat przestrzeniami (również nielokalnie wypuk lymi) z w lasnościa̧ (O), tzn.
takimi przestrzeniami, w których szereg doskonale ograniczony jest podszeregowo zbieżny. Twierdzenie
Orlicza-Pettisa pokazuje, że cia̧gowo s labo zupe lne przestrzenie Banacha maja̧ w lasność (O). Innymi
przyk ladami przestrzeni z tej klasy wskazanymi przez Orlicza sa̧ przestrzenie Musielaka-Orlicza z
norma̧ porza̧dkowo cia̧g la̧ (w tym przestrzenie Lp dla 0 < p < 1 i przestrzeń L0[0, 1] funkcji Lebesgue’a
mierzalnych z topologia̧ zbieżności wg miary). Czes law Bessaga i Aleksander Pe lczyński pokazali w
roku 1958, iż przestrzeń Banacha ma w lasność (O), wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera izomorficznej
kopii przestrzeni c0. Powyższa charakteryzacja pozostaje prawdziwa dla cia̧gowo zupe lnych przestrzeni
lokalnie pseudowypuk lych oraz dla bardzo szerokiej rodziny topologicznych krat liniowych (niedawne
wyniki L. Drewnowskiego i I. Labudy).

Innym, klasycznym już dzisiaj twierdzeniem autorstwa Orlicza jest nastȩpuja̧cy wynik z roku 1933:

Twierdzenie (Orlicz, 1933). Jeżeli szereg
∑∞

1 xn jest bezwarunkowo zbieżny w Lp[a, b], 1 6
p <∞, to

∑∞
1 ‖xn‖max (2,p) <∞.

Przestrzenie Banacha, w których dla każdego szeregu bezwarunkowo zbieżnego
∑∞

1 xn zachodzi∑∞
1 ‖xn‖2 < ∞ nazwano przestrzeniami z w lasnościa̧ Orlicza. Maja̧ ja̧ oczywíscie przestrzenie Lp

dla 1 6 p 6 2, a ogólniej przestrzenie Banacha kotypu 2. Dość d lugo nie by lo wiadomo, czy w lasność
Orlicza danej przestrzeni X implikuje, że jest ona kotypu 2. T. Figiel i G. Pisier pokazali prawdziwość
tej implikacji przy za lożeniu izomorficzności X z suma̧ prosta̧ tejże przestrzeni w sensie `p dla pewnego
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p ∈ [1, 2]. W latach 1992 i 1994 M. Talagrand wskaza l kraty Banacha (w tym przestrzeń symetryczna̧)
z w lasnościa̧ Orlicza, ale kotypu różnego od dwójki.

Zwia̧zek bezwarunkowej zbieżności szeregu
∑∞

1 xn i jego absolutnej zbieżności (tj. zbieżności sze-
regu

∑∞
1 ‖xn‖) interesowa l Orlicza już w końcu lat dwudziestych. Wpisa l on, wraz ze S. Mazurem, do

Ksiȩgi Szkockiej pytanie (nr 122) o istnienie w dowolnej przestrzeni Banacha nieskończonego wymiaru
szeregu bezwarunkowo zbieżnego i równocześnie absolutnie rozbieżnego. Odpowiedź pozytywna̧ dali
w 1950 roku A. Dvoretzky i C. R. Rogers.

Orlicz mia l znacza̧ce osia̧gniȩcia w badaniach szeregów funkcyjnych, a zw laszcza szeregów ortogo-
nalnych, które stanowi ly temat jego rozpraw doktorskiej i habilitacyjnej [22]. Mówia̧c ,,szereg orto-
gonalny” ma siȩ na myśli szereg

∑∞
1 ϕn(·) funkcji mierzalnych ϕn(·) określonych na (0, 1) tworza̧cych

uk lad ortonormalny, tzn. spe lniaja̧cych warunek
∫ 1

0
ϕk(s)ϕm(s)ds = δkm. Do powszechnie znanych

i czȩsto przytaczanych twierdzeń autorstwa Orlicza należa̧ m.in. twierdzenia o mnożnikach Weyla
dla bezwarunkowej zbieżności oraz o osobliwościach Carlemana i Littlewooda uk ladów ortogonal-
nych, zamieszczone w pracach [2], [15], [21] i [28]. On też jako pierwszy poda l warunek dostateczny
bezwarunkowej zbieżności szeregu postaci

∑∞
1 anϕn(·).

Twierdzenie Orlicza o mnożnikach Weyla (1927). Niech (ak) bȩdzie ustalonym cia̧giem
liczbowym. Jeżeli istnieje rosna̧cy do nieskończoności cia̧g liczbowy (wk) taki, że dla pewnego podcia̧gu
(wkn) mamy

∞∑
1

1
wkn

<∞, sup
k

log kn+1

log kn
<∞ oraz

∞∑
1

a2
k(log k)2wk <∞,

to
∑∞

1 akϕk(x) jest bezwarunkowo zbieżny prawie wszȩdzie.

Rezultaty K. Tandori’ego (1962) pokaza ly, że za lożenia przyjȩte w powyższym twierdzeniu sa̧
niemal optymalne.

Twierdzenie Orlicza o osobliwościach Carlemana. Jeżeli
∑∞

1 p2
n =∞ oraz ϕn jest dowolnym

nieskończonym uk ladem ortonormalnym funkcji wspólnie ograniczonych, to istnieje funkcja cia̧g la,
której wspó lczynniki Fouriera an wzglȩdem tego uk ladu spe lniaja̧ warunek

∑∞
1 |an||pn| = ∞. W

szczególności istnieje funkcja cia̧g la o w lasności
∑∞

1 |an|2−ε =∞ dla każdego ε > 0.

Twierdzenie Orlicza o osobliwościach Littlewooda. Jeżeli
∑∞

1 p2
n =∞ oraz ϕn jest nieskoń-

czonym uk ladem ortogonalnym, z lożonym ze wspólnie ograniczonych funkcji cia̧g lych, gȩstym w C[0, 1],
to dla prawie wszystkich uk ladów znaków ±1 szereg

∑∞
1 ±pnϕn(x) nie jest rozwiniȩciem żadnej funkcji

z L1[0, 1].

Orlicz pokaza l ponadto, że dla dowolnego zupe lnego uk ladu ortogonalnego (ϕn(·))∞n=1 na (0, 1)
mamy

∑∞
1 ϕ2

n(s) =∞ dla prawie wszystkich s.
Inny kierunek zainteresowań Orlicza to badanie w lasności zbioru cia̧gów bȩda̧cych wspó lczynnikami

Fouriera (wzglȩdem ustalonego uk ladu ortogonalnego) funkcji należa̧cych do danej przestrzeni.
Wielka̧ wartość i znaczenie prac Orlicza nad szeregami funkcyjnymi podkreślaja̧ w komentarzach

Kashin i Saakjan [KS84]. Czynia̧ to także R. S. Gutjer i P. L. Uljanov, których obszerny artyku l
przegla̧dowy wzbogaci l rosyjskie t lumaczenie ksia̧żki Kaczmarza i Steinhausa [KS58]. Wielokrotnie do
wyników Orlicza odwo luja̧ siȩ również Kaczmarz i Steinhaus w ksia̧żce Theorie der Orthogonalreihen
[KS58] i Sikorski w ksia̧żce [Si59].

Zacytujmy na koniec monografie ba̧dź ważne prace o szeregach i bezwarunkowej zbieżności w
przestrzeniach Banacha (alfabetycznie): Diestel [D84], Diestel i Uhl [DU77], Drewnowski [D00], Filter
i Labuda [FL91], Kaczmarz i Steinhaus [KS58], M. I. Kadets i V. M. Kadets [KK97], Kalton [K80],
Kashin i Saakjan [KS84], Sikorski [S59], Uljanov [U78], Wojtaszczyk [W91].

C. Przestrzenie F -unormowane i przestrzenie Saksa

W ladys law Orlicz zajmowa l siȩ również ogólna̧ teoria̧ przestrzeni F-unormowanych (=metryzowal-
nych przestrzeni liniowo-topologicznych). Wspó lpracuja̧c ze Stanis lawem Mazurem uzyska l wyniki o
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fundamentalnym znaczeniu dla tej teorii. Do najznamienitszych należy przeniesienie zasady jedno-
stajnej ograniczoności (= twierdzenie Banacha–Steinhausa) na rodziny operatorów odwzorowuja̧cych
F-przestrzenie (= zupe lne przestrzenie F-unormowane) w przestrzenie F-unormowane. Zasada jed-
nostajnej ograniczoności, w takim w laśnie stopniu ogólności, udowodniona zosta la w artykule [20] dla
cia̧gów operatorów. Jej sformu lowanie jest nastȩpuja̧ce:

Twierdzenie Mazura-Orlicza (1933) lub zasady jednostajnej ograniczoności w przestrzeniach
F-unormowanych:

Jeżeli (Tn)∞n=1 sa̧ cia̧g lymi operatorami liniowymi z F -przestrzeni X do przestrzeni F -unormowanej
Y oraz zbiór {Tn(x) : n ∈ N} jest ograniczony w Y dla dowolnego x ∈ X, to operatory Tn sa̧ jednakowo
cia̧g le. Gdy ponadto cia̧g (Tn) jest punktowo zbieżny, to operator graniczny jest cia̧g ly.

Zasada jednostajnej ograniczoności jest dzisiaj zwykle formu lowana dla dowolnej rodziny opera-
torów (Tα) w postaci równoważności: punktowa ograniczoność ⇔ jednakowa cia̧g lość (implikacjȩ ⇐
 latwo jest zauważyć).

W pracy [20] opublikowano po raz pierwszy, pochodza̧cy od Banacha, warunek równoważny ograni-
czoności podzbioru A przestrzeni F-unormowanej: tnan → 0 dla dowolnych cia̧gów (an) ⊂ A, tn → 0.
Wykazano również klasyczne dzisiaj twierdzenie:

Twierdzenie o rezonansie (Mazur-Orlicz, 1933). Jeżeli cia̧g (Tn) cia̧g lych operatorów dzia la-
ja̧cych miȩdzy F -przestrzeniami X,Y jest taki, że:

(i) {Tn(x) : n ∈ N} jest ograniczony dla wszystkich x ∈ X,

(ii) limn→∞ Tn(x) istnieje dla elementów x pewnego zbioru liniowo gȩstego w X,

to T (x) = limn→∞ Tn(x) istnieje dla wszystkich x ∈ X oraz operator T jest liniowy i cia̧g ly.

Przytoczone powyżej twierdzenia, czȩsto opatrzone komentarzem podkreślaja̧cym ich znaczenie,
znajduja̧ siȩ w każdej monografii i podrȩczniku poświȩconym analizie funkcjonalnej. Komentarzy
takich nie brakuje i w, używaja̧c medialnego żargonu, ,,kultowej” monografii Dunforda i Schwartza
[DS58], gdzie odnotowano ogólny wariant zasady zagȩszczania osobliwości wykazany przez Orlicza w
[25]:

Zasada zagȩszczania osobliwości (Orlicz, 1935). Niech Tnm(·, α) oznacza cia̧g podwójny
cia̧g lych operatorów liniowych miȩdzy przestrzeniami Banacha zależny od parametru α przebiegaja̧cego
zupe lna̧ przestrzeń metryczna̧ A i taki, że Tnm(x, ·) sa̧ funkcjami cia̧g lymi przy każdym x ∈ X.

Jeżeli dla dowolnego α nie istnieje limn→∞ limm→∞ Tnm(xα, α) dla jakiegoś xα ∈ X, to przy
pewnym x ∈ X granica ta nie istnieje również dla α należa̧cych do pewnego zbioru drugiej kategorii w
A. Co wiȩcej, zbiór elementów x ∈ X o powyższej w lasności jest rezydualny w X.

Idee Mazura i Orlicza zainspirowa ly liczne dalsze badania kontynuowane m.in. przez Andrzeja
Alexiewicza w [A49-51], pierwszego doktoranta Profesora Orlicza. Wiele szczegó lów o kierunkach i
rozwoju tych badań oraz wskazówek literaturowych znaleźć można u Drewnowskiego [D96], a także u
Antosika i Swartza [AS85] oraz Swartza [Sw90] i [Sw96].

Mazur i Orlicz przyczynili siȩ znacza̧co do rozwoju teorii przestrzeni Frécheta (= lokalnie wypuk lych
F-przestrzeni), które określane by ly przez nich jako przestrzenie B0. Tematykȩ tȩ podjȩli już w latach
trzydziestych w zwia̧zku z analizowaniem pól zbieżności metod sumowalności, ale wiele istotnych
wyników ukaza lo siȩ drukiem dopiero po drugiej wojnie światowej w pracach [47] i [56], wielokrotnie
potem cytowanych. Opóźniona prezentacja tych rezultatów spowodowa la, że niektóre z nich zosta ly
niezależnie opublikowane przez innych matematyków (J. Dieudoneé, L. Schwartz). Artyku ly [47] i
[56] zawieraja̧: ważne przyk lady F-przestrzeni, które nie sa̧ normowalne (a nawet lokalnie wypuk le),
warunek równoważny cia̧g lości funkcjona lu liniowego na loklanie wypuk lej przestrzeni F-unormowanej,
uogólnienie twierdzenia Hahna-Banacha. Ów warunek równoważny cia̧g lości funkcjona lu liniowego
f ma postać |f(x)| 6 Kf,n pn(x), gdzie sta la Kf,n zależy od f i pn, a pn jest pewnym wyrazem
cia̧gu pó lnorm (pj) zadaja̧cego topologiȩ lokalnie wypuk la̧ przestrzeni F-unormowanej. Mazur i Orlicz
pokazali też uniwersalność przestrzeni C(R) funkcji cia̧g lych na R (z topologia̧ wprowadzona̧ przez
rodzinȩ pó lnorm pn(f) = sup{|f(t)| : |t| 6 n}) w klasie lokalnie wypuk lych ośrodkowych F-przestrzeni
— każda taka przestrzeń jest liniowo homeomorficzna z pewna̧ podprzestrzenia̧ w C(R).
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W pracy [56] znajduje siȩ ponadto wariant zasady jednostajnej ograniczoności dla odwzorowań
miȩdzy przestrzeniami liniowymi Z z aksjomatycznie wprowadzona̧ zbieżnościa̧. Jednym z tych aksjo-
matów by l warunek

un → 0 w Z =⇒
( m∑
k=1

unk

)∞
m=1

zbieżny w Z dla pewnego podcia̧gu (nk).

Zbieżność spe lniaja̧ca powyższa̧ implikacjȩ nazwana zosta la później K-zbieżnościa̧ i by la z dużym
powodzeniem badana przez matematyków katowickich (informacje na ten temat znajduja̧ siȩ u An-
tosika i Swartza [AS85]).

Znacza̧cym, ze wzglȩdu na zastosowania, jest podane w [56] uogólnienie twierdzenie Hahna-Banacha.
Uogólnienie to ma nastȩpuja̧ca̧ postać:

Twierdzenie Mazura-Orlicza o nierównościach (1953) jako uogólnienie twierdzenie Hahna-
Banacha:

Niech ω : X → R bȩdzie funkcjona lem subliniowym na rzeczywistej przestrzeni liniowej X oraz
niech u : T → X i α : T → R bȩda̧ dwoma funkcjami. Na to by istnia l w X funkcjona l liniowy f taki,
że

f(x) 6 ω(x) dla każdego x ∈ X, α(t) 6 f(u(t)) dla każdego t ∈ T,

potrzeba i wystarcza aby nierówności

n∑
k=1

λkα(tk) 6 ω

( n∑
k=1

λku(tk)
)

zachodzi ly dla dowolnych t1, . . . , tn ∈ T, λ1, . . . , λn > 0, n ∈ N.

Przypomnijmy, że przez funkcjona l subliniowy ω rozumie siȩ funkcjona l subaddytywny i dodatnio
jednorodny: ω(x+ y) ≤ ω(x) + ω(y), ω(tx) = tω(x) dla t > 0.

Twierdzenie Mazura-Orlicza o nierównościach bywa formu lowane w postaci równoważnej, określanej
jako ,,twierdzenie o kanapce”:

Jeżeli subliniowy funkcjona l ω na rzeczywistej przestrzeni liniowej X dominuje wklȩs ly
funkcjona l ρ na wypuk lym zbiorze K ⊂ X, tzn. ρ(x) 6 ω(x) dla x ∈ K, to wtedy istnieje
funkcjona l liniowy f na X taki, że ρ(x) 6 f(x) dla x ∈ K oraz f(x) 6 ω(x) dla x ∈ X.

Oryginalny dowód twierdzenia o nierównościach jest skomplikowany i ma lo przejrzysty. Uproszczone
dowody podali m.in. R. Sikorski (1953), V. Ptak (1956), S. Simmons (1968) i wielu innych autorów
wskazuja̧cych na prawdziwość tezy również w sytuacjach ogólniejszych (pó lgrupy przemienne, stożki)
od rozpatrywanej przez Mazura i Orlicza. Użyli oni swojego twierdzenia o nierównościach do wykaza-
nia: istnienia szczególnych typów ca lek, twierdzeń o oddzielaniu zbiorów wypuk lych, możliwości
rozk ladu funkcjona lów na nieujemne komponenty, twierdzeń o istnieniu rozwia̧zań nierówności T (x) ≥
y, gdzie T jest cia̧g lym operatorem liniowym miȩdzy przestrzeniami Banacha lub przestrzeniami
Frécheta, a > relacja̧ zadana̧ przez stożek. O kierunkach uogólnień twierdzenia Mazura-Orlicza o
nierównościach i jego dalszych zastosowaniach informuja̧ monografie Alexiewicz [A69], Fuchssteiner
i Lusky [FS81], König i Neumann [KN86, Rozdzia l II], Peressini [P67], a także prace Köthe [K94] i
Neumann [Ne91].

Orlicz, mimo osobistego uczestnictwa w fundamentalnych pracach Szkoly Lwowskiej i ogromnej
wiedzy, nie zdecydowa l siȩ na napisanie monografii z zakresu analizy funkcjonalnej. Jak już by lo
opisane, Orlicz goszcza̧c w Instytucie Matematycznym Academia Sinica w Pekinie — by l to rok 1958 —
przedstawi l po niemiecku cykl wyk ladów na temat liniowej analizy funkcjonalnej. Wyk lady te zosta ly
przet lumaczone (przez profesorów Guan Zhao Zhi i Li Wen Qing) i wydane pieć lat później w jȩzyku
chińskim [K3], a po kolejnych niemal trzydziestu latach przet lumaczono tȩ publikacjȩ na angielski [K4].
Uczyni l to profesor Lee Peng Yee z Narodowego Uniwersytetu w Singapurze. Tak powsta la ksia̧żka
Linear Functional Analysis zawieraja̧ca klasyczne elementy teorii przestrzeni Banacha i przestrzeni
F-unormowanych oraz wiele niestandardowych przyk ladów i niebanalnych zastosowań metod analizy
funkcjonalnej do rozwia̧zania problemów np. teorii sumowalności czy teorii funkcji. Kilka takich
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problemów zosta lo zaatakowanych przez Orlicza z wykorzystaniem metod teorii przestrzeni Saksa,
które wprowadzi l on w 1950 roku w pracy [49]. Jeżeli ‖ · ‖, ‖ · ‖∗ sa̧ odpowiednio taka̧ norma̧ i F -
norma̧ na przestrzeni liniowej X, że kula jednostkowa B = {x ∈ X : ‖x‖ 6 1} jest zupe lna w topologii
τ(‖ · ‖∗) F -normy ‖ · ‖∗, to trójkȩ Xs = (B, ‖ · ‖, ‖ · ‖∗) nazywa siȩ przestrzenia̧ Saksa (naturalnym
przyk ladem, rozważanym w latach trzydziestych przez G. M. Fichtenholza, jest przestrzeń Saksa
wyznaczona przez L∞(0, 1) z normami supremum istotnego i ca lkowa̧). Orlicz skupia l swoje badania
m.in. na poszukiwaniu warunków zapewniaja̧cych cia̧g lość operatora T z (Xs, τ(‖ · ‖∗)) w przestrzeń
Banacha lub Frécheta, jednakowa̧ cia̧g lość rodziny takich operatorów, reprezentacji funkcjona lów na
Xs. Problematyka ta podjȩta zosta la w pracach: [49], [67], [70 - 72], [138]. Przestrzenie Saksa
pozostaja̧ w ścis lym zwia̧zku z teoria̧ przestrzeni dwunormowych rozwiniȩtych m.in. przez Andrzeja
Alexiewicza (patrz Cooper [Co78], Drewnowski [D96], Jach [J95], Semadeni [Se80]).

Monografie o przestrzeniach F-unormowanych i przestrzeniach Saksa (chronologicznie): Dunford i
Schwartz [DS58], Peressini [P67], Alexiewicz [A69], Rolewicz [R84], Musielak [Mu76], Cooper [Co78],
Kalton, Peck i Roberts [KPR].

D. Teoria sumowalności

Przypomnijmy pewne pojȩcia z teorii sumowalności. Nieskończona macierz rzeczywista (lub ze-
spolona) A = (ank), n, k = 1, 2, . . . określa metodȩ sumowalności nastȩpuja̧co: cia̧g x = (xn) jest
A-sumowalny jeżeli wszystkie szeregi Anx =

∑∞
k=1 ankxk sa̧ zbieżne i istnieje limn→∞Anx. Niech cA

bȩdzie polem zbieżności (polem sumowalności) metody A, tzn. cA jest przestrzenia̧ liniowa̧ wszys-
tkich A-sumowalnych cia̧gów x. Gdy każdy cia̧g zbieżny x = (xn) jest A-sumowalny, to metodȩ
A nazywa siȩ zachowawcza̧, a gdy dodatkowo limn→∞Anx = limn→∞ xn to metodȩ A określa siȩ
jako regularna̧. Znane sa̧ dok ladne charakteryzacje metod zachowawczych i regularnych (twierdzenia
Silvermana-Toeplitza z roku 1913 i Kojimy-Schura z roku 1921). Ponadto mówi siȩ, że metody A i B
sa̧ zgodne, gdy limn→∞Anx = limn→∞Bnx dla każdego x ∈ cA ∩ cB .

Orlicz rozpocza̧ l swoja̧ dzia lalność naukowa̧ w 1926 roku praca̧ [1]. Wykaza l tam, że jeśli H jest
macierza̧ Cesáro-Höldera oraz dla metody regularnej A zachodzi cH ⊂ cA, to metody H i A sa̧ zgodne.

Pierwszymi, którzy zastosowli metody analizy funkcjonalnej do teorii sumowalności byli S. Mazur
(1930) i S. Banach (1932). Wielka̧ skuteczność tych metod w odniesieniu do problemów sumowalności
pokazali Mazur i Orlicz przedstawiaja̧c bardzo wartościowe wyniki (m.in. twierdzenie o ograniczonej
zgodności — bounded consistency theorem) w artykule [19] z 1933 roku, który nie zawiera l jednak
dowodów. Zosta ly one opublikowane w późniejszej pracy [61] w roku 1954. Najwiȩkszy oddźwiȩk
zyska lo

Twierdzenie Mazura-Orlicza o zgodności ([19], [61]). Jeżeli każdy cia̧g ograniczony sumowalny
metoda̧ regularna̧ A jest sumowalny metoda̧ regularna̧ B, to obie metody sa̧ zgodne dla cia̧gów ograni-
czonych tzn. sumuja̧ cia̧gi ograniczone do tej samej granicy.

Twierdzenie Mazura-Orlicza, określane w literaturze anglojȩzycznej jako Bounded Consistency
Theorem uważane jest za fundamentalne dla teorii sumowalności (W. H. Ruckle w pracy [Ru79] pisze:
The Bounded Consistency Theorem is a principal result of summability theory. Indeed, it holds a claim
to a second position in the theory just after the Silverman-Toeplitz Theorem). By lo one udowadniane na
wiele sposobów (patrz Brudno [Br45], Zeller [Ze58], Zeller i Beekmann [ZB70], Ruckle [Ru79], Snyder i
Wilansky [SW80] i Wilansky [Wy84]). Autorem jednego z dowodów (licza̧cego kilka stron nie latwych
rachunków), podanego w 1945 roku, by l A. L. Brudno [Br45]. W zwia̧zku z tym faktem mówi siȩ
niekiedy o twierdzeniu Brudno-Mazura-Orlicza zamiast Bounded Consistency Theorem (porównaj
np. Jakimovski i Livne [JL71]). Oryginalny dowód twierdzenia Mazura-Orlicza o zgodności zosta l
uproszczony przez Orlicza w [67], a w sposób krótki, elegancki i elementarny pokazali je Snyder i
Wilansky w [SW80]. Z kolei N. A. Davydov [Da72] wykaza l, że twierdzenie o zgodności nie jest
prawdziwe dla cia̧gów nieograniczonych (nie można go wzmocnić nawet o jeden cia̧g nieograniczony).
Boos i Leiger w [BL89] podali listȩ 53 prac o tym twierdzeniu i jego uogólnieniach.

Niezwykle ważna̧ obserwacja̧ dokonana̧ przez Mazura i Orlicza w roku 1933 by lo spostrzeżenie,
że przestrzenie Banacha nie sa̧ odpowiednim narzȩdziem metodycznym do badań pól sumowalności,
natomiast wiele można uzyskać angażuja̧c metody przestrzeni Frécheta. Bardzo użyteczna̧ okazuje siȩ
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ośrodkowa topologia liniowa na cA wprowadzona przez rodzinȩ pó lnorm

p(x) = sup
n
|
∞∑
k=1

ankxk|, pn(x) = sup
m
|
m∑
k=1

ankxk|, qn(x) = |xn|, n = 1, 2, . . . .

Temat pracy [61] to przede wszystkim zagadnienia zgodności metod sumowalności, rzȩdów wzrostu
cia̧gów z pola sumowalności i istnienia nieograniczonych cia̧gów w polu sumowalności.

Problematyka podjȩta przez Mazura i Orlicza w [19] i [61] znalaz la znaczna̧ liczbȩ kontynuatorów,
g lównie za granica̧ (R. P. Agnew, A. L. Brudno, V. M. Darewsky, A. Wilansky, K. Zeller). Każda
monografia poświȩcona teorii sumowalności opublikowana po roku 1950 odwo luje siȩ do wyników
Mazura i Orlicza oceniaja̧c je niezwykle wysoko (np. K. Zeller we wstepie do swojej monografii [Ze58]
pisze: . . . uk lad ksia̧żki jest w sposób istotny wyznaczony przez fundamentalne funkcjonalno-teoretyczne
badania S. Mazura i W. Orlicza).

Idee zawarte w [19], [61] i w [66] zosta ly później rozwiniȩte i zastosowane przez Alexiewicza i Orlicza
m.in. do wykazania twierdzeń o zgodności dla ograniczonych cia̧gów podwójnych i cia̧gu operatorów
[65], [83] (patrz też [82]). Twierdzenia uzyskano w oparciu o metody teorii przestrzeni dwunormowych.

Problematyka sumowalności pojawia la siȩ w pracach Orlicza także w nastȩpnych okresach w
zwia̧zku z badaniem przestrzeni Saksa i przestrzeni modularnych [71], [76], [79], [103], [105].

Monografie z teorii sumowalności (chronologicznie): Cooke [C50], Zeller [Ze58], Petersen [Pe66],
Zeller i Beekmann [ZB70], Wilansky [Wi84].

E. Funkcjona ly ortogonalnie addytywne, przestrzenie modularne
i przestrzenie Musielaka-Orlicza

Wspó lpraca Orlicza z Lechem Drewnowskim zaowocowa la w końcu lat sześćdziesia̧tych cyklem
prac poświȩconych reprezentacji funkcjona lów ortogonalnie addytywnych określonych na idea lach w
przestrzeniach funkcji mierzalnych, tj. podkratach X w przestrzeni L0(S,Σ, µ) funkcji Σ-mierzalnych
spe lniaja̧cych warunek: jeżeli g ∈ X oraz |f(s)| 6 |g(s)| µ-prawie wszȩdzie, to f ∈ X. O funkcjonale
λ : X → R mówi siȩ, że jest ortogonalnie addytywny i bµ − µ cia̧g ly, gdy λ(f + g) = λ(f) + λ(g) o
ile µ({s : f(s)g(s) 6= 0}) = 0 oraz λ(fn) → λ(f) o ile fn → f wg miary µ i |fn|, |f | 6 |g| dla pewnej
funkcji g ∈ X. Przy tak ogólnych za lożeniach Drewnowski i Orlicz uzyskali ca lkowa̧ reprezentacjȩ
funkcjona lu λ ortogonalnie addytywnego i bµ−−µ cia̧g lego, a mianowicie

λ(f) =
∫
S

ϕ(f(s), s)dµ, (6)

gdzie ϕ jest funkcja̧ spe lniaja̧ca̧ warunki typu Carathéodory’ego. Jednym z wniosków wynikaja̧cych z
powyższej postaci funkcjona lu λ jest twierdzenie o tym, że operator bµ−−µ cia̧g ly T : X → L0(S,Σ, µ)
spe lniaja̧cy dodatkowo warunek (T (f))χA = (T (fχA))χA dla każdego zbioru A ∈ Σ (χA oznacza
funkcjȩ charakterystyczna̧ zbioru A) jest operatorem kompozycji, tzn. (T (f))(s) = ϕ(f(s), s) µ prawie
wszȩdzie, gdzie i tutaj ϕ jest pewna̧ funkcja̧ spe lniaja̧ca̧ warunki typu Carathéodory’ego.

Innym szerzej wykorzystywanym twierdzeniem reprezentacyjnym autorstwa Drewnowskiego i Or-
licza jest wynik o postaci modularu ortogonalnie addytywnego % zadanego na podkracieX ⊂ L0(S,Σµ),
która zawieraja̧c funkcjȩ f , zawiera też iloczyn fχA dla dowolnego A ∈ Σ. Przez modular ortogonalnie
addytywny rozumie siȩ funkcjȩ % : X → [0,∞] spe lniaja̧ca̧ cztery warunki:

(%A) %(f) = 0⇔ f = 0,

(%B) |f | 6 |g| ⇒ %(f) 6 %(g),

(%C) 0 6 fn ↗ f ⇒ %(fn)↗ %(f),

(%D) %(f + g) = %(f) + %(g) gdy µ({s : f(s)g(s) 6= 0} = 0.

Okazuje siȩ, że modular % jest także postaci (7) przy czym jeśli miara µ jest dodatkowo bezatomowa
oraz %(f) = %(g) dla jednakowo mierzalnych funkcji f, g ∈ X oraz χS ∈ X, to funkcja ϕ reprezentuja̧ca
% jest funkcja̧ jednej zmiennej: %(f) =

∫
S
ϕ(f(s))dµ.

Twierdzenie o reprezentacji modularów ortogonalnie addytywnych odgrywa kluczowa̧ rolȩ w bada-
niach krat Orlicza — abstrakcyjnych odpowiedników przestrzeni Musielaka-Orlicza. Kraty Orlicza,
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wprowadzone przez W. J. Classa, A. C. Zaanena i W. Wnuka, sa̧ naturalnym rozszerzeniem ALp-prze-
strzeni F. Bohnenblusta bȩda̧cych abstrakcyjnymi odpowiednikami przestrzeni Lp. Ca lkowa postać
modularu ortogonalnie addytywnego zosta la użyta przez N. J. Kaltona i L. Drewnowskiego do wykaza-
nia twierdzenia o faktoryzacji operatorów AM -zwartych, określonych na idea lach z norma̧ porza̧dkowo
cia̧g la̧, zawartych w przestrzeniach Orlicza i Musielaka-Orlicza.

Orlicz rozwija l teoriȩ przestrzeni modularnych, zapocza̧tkowa̧ przez Hidegoro Nakano w ksia̧żkach
Modulared Semi-ordered Linear Spaces i Topology and Topological Linear Spaces [Na51].

Uzyska l on szereg wyników dotycza̧cych w lasności typu Fatou i Levi’ego w kratach liniowych z
funkcjona lem %, spe lniaja̧cym warunki (%1), (%2) oraz warunek %(f ∨ g) 6 %(f) + %(g) dla f, g > 0.

Wspó lpracuja̧c z Julianem Musielakiem zauważy l, że funkcjona l zwany też modularem w sensie
Musielaka-Orlicza %, określony na rzeczywistej przestrzeni liniowej X i maja̧cy w lasności:

(%1) %(x) = 0⇔ x = 0,
(%2) %(−x) = %(x),
(%3) %(αx+ βy) 6 %(x) + %(y), dla α, β > 0, α+ β = 1,
(%4) %(tx)→ 0 gdy t→ 0,

definiuje na X F -normȩ równościa̧

‖x‖% = inf{ε > 0 : %
(
x

ε

)
6 ε}, (7)

przy czym ‖xn‖% → 0, wtedy i tylko wtedy, gdy %(txn) → 0 dla wszystkich t > 0. Równość (7)
jest przeniesieniem na przypadek ogólnych przestrzeni liniowych pomys lu Mazura i Orlicza, którzy w
pracy [78] tak w laśnie wprowadzili topologiȩ metryczna̧ w przestrzeniach Orlicza generowanych przez
niewypuk le funkcje Orlicza (w roli modularu wystȩpuje wtedy oczywíscie funkcjona l

∫
S
ϕ(|f(s)|)dµ).

Orlicz rozważa l oprócz zbieżności w sensie F -normy ‖ · ‖% tzw. zbieżność modularna̧ przyjmuja̧c,
że xn

%−→ 0, gdy %(txn) → 0 dla pewnego t > 0. Zbieżność modularna nie jest na ogó l topologiczna
(tzn. nie można zadać topologii τ na X w taki sposób, aby xn

%−→ 0 ⇔ xn
τ−→ 0). Bywa ona jednak

przydatna w zagadnieniach aproksymacyjnych (np. funkcje klasy C∞0 nie musza̧ być F -normowo gȩste
w przestrzeni Orlicza-Sobolewa, ale każda funkcja z tej przestrzeni jest granica̧, w sensie zbieżności
modularnej, cia̧gu funkcji klasy C∞0 ).

Orlicz zajmowa l siȩ również przypadkiem modularów s-wypuk lych (0 < s ≤ 1), tzn. w miejsce
aksjomatu (%3) przyjmowa l warunek

%(αx+ βy) 6 αs%(x) + βs%(y) dla α, β > 0, αs + βs = 1. (8)

Jak wykazano w pracy [98] modular s-wypuk ly % definiuje normȩ s-jednorodna̧ (= s-normȩ) wzorem

‖x‖s% = inf{ε > 0 : %
(

x

ε1/s

)
6 1}.

Co wiȩcej, czego także dowiód l Orlicz w [97], zachodzi równość

‖x‖s% = inf
t>0

max (t−s, t−s%(tx)).

Powyższa s-norma jest równoważna s-normie

‖x‖0s% = inf
t>0

(t−s + t−s%(tx)),

która dla s = 1 jest tzw. norma̧ Amemiya, dobrze znana̧ w teorii przestrzeni modularnych Nakano.
Odnotujmy, że funkcje s-wypuk le w sensie Orlicza, tzn. spe lniaja̧ce (8), zdobywaja̧ sobie popu-

larność po artykule Hudzika i Maligrandy [HM94] z 1994 roku.

Ważna̧ klasa̧ przestrzeni modularnych sa̧ przestrzenie Musielaka-Orlicza zwane też przestrzeniami
Orlicza z parametrem, zdefiniowane w pracy Musielaka i Orlicza [MO59] z 1959 roku:

Lϕ(µ) = {x :
∫

Ω

ϕ(λ|x(t)|, t)dµ <∞dla pewnegoλ > 0 zależnego odx},
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gdzie funkcja dwóch zmiennych ϕ : [0,∞]×Ω→ [0,∞] spe lnia pewne konieczne za lożenia. Przestrzenie
te w przypadku funkcji ϕ(u, t) wypuk lej w zmiennej u powinny nazywać siȩ przestrzeniami Nakano
lub przestrzeniami Nakano-Orlicza, gdyż pojawi ly siȩ już u Nakano [Na50] w 1950 roku. Przyk ladowo,
Šragin pisa l w laśnie w [Sr67] przestrzenie Orlicza-Nakano. Specjalny przypadek tych przestrzeni tzn.
gdy ϕ(u, t) = up(t) nosi w laśnie nazwȩ przestrzeni Nakano (lub przestrzeni Lp z parametrem lub
,,zmiennych przestrzeni Lp”), choć te z kolei przestrzenie, zarówno w przypadku funkcyjnym jak i
cia̧gowym, rozważa l Orlicz [10] już w 1931 roku.

W badaniu przestrzeni Musielaka-Orlicza, a szczególnie geometrii kuli, wiele rezultatów uzyskali
Henryk Hudzik i Anna Kamińska. Zacytujmy ich kilka ważnych prac o przestrzeniach Musielaka-
Orlicza: [H83], [H85], [Ka81], [Ka82] i [Ka83] (dok ladny opis badań można znaleźć w ich wspólnej
pracy przegla̧dowej [HKM]). Przestrzenie te by ly i sa̧ nadal badane w ca lym świecie. Wspomnijmy
niektórych badaczy tych przestrzeni (alfabetycznie): G. Alherk, S. Chen, Y. Cui, S. Dhompongsa,
L. Drewnowski, X. Fan, F. L. Hernández, Y. Hui, J. E. Jamison, A. Kasperski, P. Kolwicz, W.
Kowalewski, W. Kurc, T. Landes, G. Lewicki, R. Maleev, M. Nawrocki, V. Peirats, R. P luciennik, B.
Rodriguez-Salinas, C. Ruiz, S. Saejung, Z. Shi, I. V. Shragin, K. Urbanik, T. Wang, M. Wis la, W.
Wnuk, M. Wójtowicz, C. Wu, Z. Zba̧szyniak, B. Zlatanov.

Odnotujmy też, że badania w przestrzeniach Nakano sa̧ ostatnio bardzo popularne. Bada siȩ w nich
np. ograniczoność operatora maksymalnego i innych klasycznych operatorów (L. Diening, D. Cruz-
Uribe, D. E. Edmunds, X. Fan, A. Fiorenza, P. Hästö, A. Yu. Karlovich, V. Kokilashvili, T. Kopaliani,
A. K. Lerner, A. Nekvinda, C. Pérez, L. Pick, M. Ružička, S. Samko). Pamiȩtać trzeba, że w dowodach
potrzebne sa̧ nowe techniki, gdyż przestrzenie te nie sa̧ symetryczne (funkcje równomierzalne moga̧
mieć różne normy).

Teoria przestrzeni modularnych pozwala la na objȩcie wspólna̧ metodyka̧ badań klas przestrzeni
dość od siebie pod różnymi wzglȩdami odleg lych (np. przestrzeni Musielaka-Orlicza i przestrzeni
funkcji o skończonej ϕ-wariacji). Jednak teoria ta, mimo wielokierunkowych badań, nie przynios la
istotnego postȩpu w ,,rozpracowywaniu” F -przestrzeni czy ogólniej przestrzeni liniowo-topologicznych.

Monografie z przestrzeni modularnych to (chronologicznie): Nakano [Na50], Musielak [Mu78],
[Mu83], Wnuk [Wn84].

F. Operatory wielomianowe i analityczne

W latach trzydziestych, po stworzeniu zasadniczych zrȩbów liniowej analizy funkcjonalnej, podjȩto
we Lwowie pewne próby zbudowania nieliniowej analizy funkcjonalnej. Owocem tych wysi lków by ly
prace J. Schaudera (m. in. twierdzenie o punkcie sta lym) oraz prace Mazura i Orlicza o operatorach
wielomianowych. Wcześniej operatory wielomianowe rozważali m. in. M. Fréchet, A. D. Michal, R.
S. Martin, T. Hildebrandt, F. Leja.

Prace Mazura i Orlicza [23], [26], [29], [30], [32] maja̧ charakter pionierski. W pracy [23] bada siȩ
trzy równoważne definicje funkcji i operatorów wielomianowych.

Operator Um : X → Y , gdzie X,Y sa̧ przestrzeniami liniowo-topologicznymi, nazywa siȩ wielo-
mianem jednorodnym stopnia m jeżeli Um jest obciȩciem do przeka̧tnej operatora m-liniowego, tzn.
Um(x) = U∗m(x, x, ..., x), gdzie U∗m : Xm → Y jest operatorem m-liniowym. Operator P : X → Y jest
operatorem wielomianowym stopnia n jeżeli jest suma̧ skończonej liczby operatorów wielomianowych
jednorodnych, tzn.

P (x) = U0(x) + U1(x) + · · ·+ Un(x),

gdzie każdy Um jest albo wielomianem jednorodnym stopnia m lub operatorem zerowym dla 0 6
m 6 n. Inne równoważne definicje operatorów wielomianowych podane przez Mazura i Orlicza sa̧
nastȩpuja̧ce:

— operator P : X → Y jest operatorem wielomianowym stopnia n, gdy

∆n+1
h P (x) = 0 dla x, h ∈ X,

gdzie różnice ∆n+1
h określa siȩ indukcyjnie w zwyk ly sposób,
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— operator P : X → Y jest operatorem wielomianowym stopnia n jeżeli dla każdego x, h ∈ X i
każdej liczby t

P (x+ th) =
m∑
k=0

ak(x, h)tk,

gdzie ak(x, h) ∈ Y sa̧ niezależne od t.
W dyskusji nad różnymi definicjami Mazur i Orlicz pos lużyli siȩ tzw. forma̧ biegunowa̧. Wykazali

oni mianowicie, że jeżeli Uk jest operatorem jednorodnym stopnia k, to odpowiadaja̧cy mu symetryczny
operator k-liniowy jest wyznaczony jednoznacznie; ten operator nazywa siȩ operatorem generuja̧cym
lub forma̧ biegunowa̧.

Wzór biegunowy Mazura-Orlicza (1935) jako uogólnienie wzoru 2xy = (x+ y)2 − x2 − y2:

P ∗k (x1, x2, . . . , xk) =
1
k!

∑
ε1,...,εk=0,1

(−1)k−(ε1+···+εk)Pk(ε1x1 + · · ·+ εkxk).

G lówny rezultat w [26] to przeniesienie twierdzenia Banacha-Steinhausa o cia̧gach operatorów linio-
wych na przypadek operatorów wielomianowych o jednostajnie ograniczonych stopniach. Autorzy
wykazali nastȩpuja̧cy fakt:

Twierdzenie Mazura-Orlicza ([26]). Jeżeli Pn jest cia̧giem cia̧g lych operatorów wielomia-
nowych stopnia 6 N z F -przestrzeni X do przestrzeni F -unormowanej Y oraz jeżeli {x ∈ X : {Pn(x) :
n = 1, 2, . . . } jest ograniczony} jest zbiorem drugiej kategorii Baire’a w X, to cia̧g (Pn(x)) jest jed-
nakowo ciag ly w x = 0. W konsekwencji, jeżeli Pn(x)→ P (x) dla każdego x ∈ X to P jest operatorem
wielomianowym.

W dwóch notach [30] i [32], opublikowanych w Sprawozdaniach Akademii Paryskiej w 1936 roku,
Mazur i Orlicz podali szereg twierdzeń o podzielności funkcjona lów wielomianowych oraz twierdzenia
o funkcjona lach wymiernych. Oni również postawili kilka problemów w Ksiȩdze Szkockiej (Mauldin
[Ma81], problemy 20.1, 56, 73, 74) zwiaza̧nych z operatorami wielomianowymi. Problem 73 to pytanie:

Czy jeśli cn jest najmniejsza̧ sta la̧ o w lasności, że dla dowolnego symetrycznego operatora n-
liniowego F miȩdzy przestrzeniami unormowanymi mamy

sup
‖xi‖61,i=1,...,n

‖F (x1, . . . , xn)‖ 6 cn sup
‖x‖61

‖F (x, . . . , x)‖,

to cn = nn

n! ?.
Problem ten zosta l rozwia̧zany pozytywnie, a dok ladne omówienie można znaleźć w komentarzu

do Problemu 73 w The Scottish Book (Mauldin [Ma81]).
Operatory wielomianowe sa najprostszymi funkcjami analitycznymi miȩdzy przestrzeniami Ba-

nacha. Ponadto sa̧ one używane do konstruowania innych operatorów analitycznych (przez rozwijanie
w szereg wielomianów jednorodnych). Naturalnymi dziedzinami istnienia analitycznych odwzorowań
sa̧ dziedziny w przestrzeniach zespolonych. Z drugiej strony, w wielu zastosowaniach analizy funkcjo-
nalnej operatory analityczne w rzeczywistych przestrzeniach Banacha graja̧ też istotna̧ rolȩ. Dlatego
w dwóch pracach Orlicza [50], [59] — wspólnych z A. Alexiewiczem — przenosi siȩ dobrze znana̧
w zespolonych przestrzeniach Banacha teoriȩ na przypadek rzeczywistych przestrzeni Banacha. Dla
przyk ladu, w pracy [59] wykazuje siȩ:

Twierdzenie Alexiewicza-Orlicza (1953). S laba i mocna analityczność w rzeczywistych prze-
strzeniach Banacha sa̧ równoważne.

Wyniki Mazura i Orlicza oraz Alexiewicza i Orlicza sa̧ cytowane w monografiach Dineen [Di81],
Hille [Hi48], Hille i Philips [HP57]. Wyniki te sta ly siȩ przedmiotem dalszych badań wielu matema-
tyków, m. in. Lelonga [Le70], [Le71], Bochnaka i Siciaka [BS71], Turpina [Tu76] i Dineena [Di81].
Monografia Dineena [Di81] zawiera pe lna̧ bibliografiȩ dotycza̧ca̧ operatorów wielomianowych i operacji
analitycznych wraz z interesuja̧cymi komentarzami.
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G. Funkcje wektorowe: mierzalność, różniczkowanie i analityczność

W kilku pracach Orlicz bada l funkcje wektorowe. Zajmowa l siȩ on różniczkowalnościa̧ i ca lkowalno-
ścia̧ funkcji wektorowych, kasyfikacja̧ s laba̧ i mocna̧ w odniesieniu do cia̧g lości, skończonej warjacji,
klas Baire’a i pochodnych.

Praca [46], napisana wspólnie z A. Alexiewiczem, dotyczy klas Baire’a funkcji wektorowych. W
szczególności udowodniono tam, że funkcja o przeciwdziedzinie ośrodkowej, odwzorowuja̧ca przestrzeń
metryczna̧ w przestrzeń Banacha X, s labo cia̧g la ze wzglȩdu na pewien fundamentalny zbiór cia̧g lych
funkcjona lów liniowych nad X, jest pierwszej klasy Baire’a i wynik przenosi siȩ na klasy Baire’a
wyższych rzȩdów.

W pracy [47], wspólniej z Mazurem, z 1948 roku wykazano (por. też Rolewicz [Ro84], str. 121-122):
Twierdzenie Mazura-Orlicza (1948). Niech X bȩdzie F -przestrzenia̧. Każda funkcja cia̧g la

f : [0, 1]→ X jest ca lkowalna w sensie Riemanna, wtedy i tylko wtedy, gdy X jest lokalnie wypuk la.

W pracy [51], wspólniej z A. Alexiewiczem, Orlicz bada l zagadnienia ca lkowalności w sensie Rie-
manna funkcji f : [0, 1] → X. Podali oni przyk lad funkcji f : [0, 1] → C[0, 1] ca lkowalnej w sensie
Riemanna, która nie jest s labo cia̧g la w żadnym punkcie tego przedzia lu. Wykazali też, że ani s laba
ca lkowalność ani s laba cia̧g lość funkcji nie implikuje ca lkowalności w sensie Riemanna.

W pracy [53] (również wspólnej z A. Alexiewiczem) przedstawiaja̧ oni charakteryzacje zbiorów, w
których funkcje wektorowe sa̧ różniczkowalne. Metoda kategorii pozwoli la na udowodnienie nastȩpuja̧-
cego faktu:

Twierdzenie (Alexiewicz-Orlicz, 1952). Niech X i Y bȩda̧ rzeczywistymi ośrodkowymi prze-
strzeniami Banacha oraz U dowolnym niepustym otwartym podzbiorem w X. Jeżeli F : U → Y jest
cia̧g la i różniczkowalna dla każdego h ∈ X i x ∈ U tzn. limt→0

F (x+th)−F (x)
t = δF (x, h) istnieje, to

δF (x, h) jest liniowa i cia̧g la wzglȩdem h dla każdego x ∈ U z wyja̧tkiem pewnego zbioru A pierwszej
kategorii tzn. F jest cia̧g la Gâteaux różniczkowalna w U \A).

W 2005 roku Corbacho, Plichko i Tarieladze [CPT05] przypominaja̧ ten rezultat (istnieje ogromna
literatura odnośnie różniczkowania miȩdzy przestrzeniami Banacha lub ogólniejszymi, ale tylko ksia̧żka
Yamamuro [Ya74] cytuje tȩ pracȩ, ale nie ten rezultat !). Autorzy uogólniaja̧ twierdzenie Alexiewicza-
Orlicza na przestrzenie liniowo-topologiczne i również na pochodne jednostronne.

W pracy [53] Alexiewicz i Orlicz konstruuja̧ też operator nierozszerzaja̧cy (tzn. operator Lipschitza
ze sta la̧ 1) T : c0 → c0 taki, że T ma wszȩdzie cia̧g la̧ wzglȩdem x i h pochodna̧ Gâteaux, ale nie ma
w żadnym punkcie pochodnej Frecheta. Przyk lad ten cytuje Nashed w [Nas71] na str. 123.

Ponadto, w kolejnej wspólnej pracy [60], Alexiewicz i Orlicz zauważaja̧, że każda funkcja anality-
czna na rzeczywistej przestrzeni lokalnie wypuk lej ma lokalne przed lużenie do zespolono-analitycznej
funkcji na kompleksyfikacji tej przestrzeni. Powyższe ich rozważania pojawi ly siȩ ponownie u Muñoza,
Sarantopoulosa i Tonge [MST99] przy badaniu kompleksyfikacji rzeczywistych przestrzeni Banacha,
wielomianów i odwzorowań wieloliniowych.

W pracy z Matuszewska̧ [135], Orlicz rozważa l wektorowe twierdzenie Riesza-Fischera oraz wek-
torowe analogony nierówności Bessela i równości Parsevala.

W pracach [152], [159], wspólnych z S. Szufla̧, badaja̧ oni istnienie wektorowych rozwia̧zań pewnych
równań ca lkowych w przestrzeniach Banacha.

Wyniki Mazura i Orlicza oraz Alexiewicza i Orlicza sa̧ cytowane w monografiach Rolewicza [Ro84]
i Yamamuro [Ya74]. By ly też przedmiotem dalszych badań wielu matematyków.

H. Indeksy Matuszewskiej-Orlicza

W 1960 roku Matuszewska i Orlicz [91] zdefiniowali liczby charakteryzuja̧ce wzrost funkcji Orlicza
ϕ i nazwali je indeksami funkcji ϕ. Dla λ > 0 niech

kaϕ(λ) = sup
u>0

ϕ(λu)
ϕ(u)

, k∞ϕ (λ) = lim sup
u→∞

ϕ(λu)
ϕ(u)

, k0
ϕ(λ) = lim sup

u→0+

ϕ(λu)
ϕ(u)
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oraz

siϕ = lim
λ→0+

ln kiϕ(λ)
lnλ

, σiϕ = lim
λ→∞

ln kiϕ(λ)
lnλ

dla i = a,∞, 0.
Powyższe granice istnieja̧ dla każdej funkcji Orlicza ϕ, chociaż moga̧ być nieskończone (k ladziemy

ln∞ =∞). Zachodza̧ nierowności

0 6 siϕ 6 σiϕ 6∞, i = a,∞, 0,

i dlatego granice saϕ, s
∞
ϕ , s

0
ϕ nazywaja̧ siȩ dolnymi indeksmi Matuszewskiej-Orlicza, a granice σaϕ, σ

∞
ϕ , σ

0
ϕ

górnymi indeksami Matuszewskiej-Orlicza. Powyższe trzy rodzaje indeksów maja̧ zwia̧zek z przestrze-
niami Orlicza Lϕ = Lϕ(Ω,Σ, µ) generowanymi przez funkcje ϕ nad trzema zasadniczymi przestrzenia-
mi miary: µ nieatomowa i nieskończona, µ nieatomowa i skończona oraz µ miara licza̧ca na Ω = N. W
przypadku gdy ϕ(u) = up, p > 0, to wszystkie indeksy sa̧ równe p, natomiast gdy ϕ(u) = up ln(1+u),
to saϕ = s∞ϕ = σ∞ϕ = p oraz σaϕ = s0

ϕ = σ0
ϕ = p + 1. Istotne znaczenie tych indeksów polega na tym,

że pozwalaja̧ one uogólnić pojȩcie wyk ladnika sprzȩżonego, gdyż zachodza̧ równości

1
sϕ∗

+
1
σϕ

=
1
sϕ

+
1
σϕ∗

= 1

(T. Ando 1960, W. Matuszewska 1961).
W pracach [91], [96], [111] W ladys law Orlicz i Wanda Matuszewska badali indeksy wykazuja̧c

nastȩpuja̧ce w lasności:

1. Indeksy Matuszewskiej-Orlicza sa̧ niezmiennicze ze wzglȩdu na równoważność tzn. jeżeli ϕ1
i∼ ϕ2

to siϕ1
= siϕ2

oraz σiϕ1
= σiϕ2

, dla i = a,∞, 0.
2. Jeżeli σ∞ϕ > 0 to dla każdego 0 < s < s∞ϕ mamy ϕ

∞∼ χs, gdzie χs(u) = ψ(us) oraz ψ jest
wypuk la̧ funkcja̧ Orlicza. Jezeli 0 < s < σ∞ϕ < ∞, to istnieje analogiczna reprezentacja z wklȩs la̧
funkcja̧ ψ — ten ostatni warunek jest równoważny z warunkiem ∆2 dla dużych u.

Indeksy Matuszewskiej-Orlicza znalaz ly zastosowanie przy badaniu przestrzeni Orlicza. I tak:
Orlicz w [96] wykaza l, iż Lϕ(0, 1) jest lokalnie ograniczona, wtedy i tylko wtedy, gdy s∞ϕ > 0, T.
Ando w 1962 roku dowiód l, że gdy s∞ϕ1

> σ∞ϕ2
, to każdy operator ca lkowy z Lϕ1(0, 1) do Lϕ2(0, 1)

jest zwarty, Lindenstrauss i Tzafriri w 1972 roku udowodnili, że `p (1 6 p < ∞) jest izomorficzna
z podprzestrzenia̧ ośrodkowej cia̧gowej przestrzeni Orlicza `ϕ, wtedy i tylko wtedy, gdy p ∈ [s0

ϕ, σ
0
ϕ]

oraz, że każdy liniowy ograniczony operator z ośrodkowej przestrzeni `ϕ1 do ośrodkowej `ϕ2 jest zwarty,
wtedy i tylko wtedy, gdy s0

ϕ1
> σ0

ϕ2
.

Znane sa̧ też zastosowania indeksów przy badaniu ograniczoności operatorów ca lkowych, funkcji
maksymalnych, operatorów singularnych w zwyk lych lub wagowych przestrzeniach Orlicza. Przyk la-
dowo, klasyczny maksymalny operator Hardy-Littlewooda M jest ograniczony w Lϕ(Rn), wtedy i tylko
wtedy, gdy saϕ > 1 (G. G. Lorentz 1955, T. Shimogaki 1965, D. Gallardo 1988). Wiȩcej informacji
o tych rezultatach można znaleźć w ksia̧żce Kokilashvili i Krbec [KK91] oraz Kufner, Maligranda i
Persson [KMP07].

Indeksy wystȩpuja̧ również w uogólnieniu twierdzeń interpolacyjnych typu Marcinkiewicza na
przestrzenie Orlicza, choć za lożenia na ϕ sa̧ czȩsto formu lowane w terminach nierówności ca lkowych
(A. Zygmund 1956, E. M. Semenov 1968, D. W. Boyd 1969, M. Zippin 1971, A. Torchinsky 1976, L.
Maligranda 1984, A. Cianchi 1998; patrz ponadto Torchinsky [To76], Maligranda [Ma84]).

Indeksy Matuszewskiej-Orlicza sta ly siȩ punktem wyj́scia dla wprowadzenia podobnych charak-
terystyk liczbowych szerszych klas przestrzeni: przestrzeni symetrycznych (D. W. Boyd 1969) — w
zwia̧zku z problemami interpolacji operatorów, funkcyjnych przestrzeni Banacha (T. Shimogaki 1965
i J. Grobler 1975) — w zwia̧zku z badaniem operatorów zwartych, krat Banacha (P. Dodds 1977).

Wiȩcej informacji o indeksach i ich zastosowaniach można znaleźć w ksia̧żkach Krein, Petunin i
Semenov [KPS], Lindenstrauss i Tzafriri [LT79], Maligranda [Mal89], Johnson, Maurey, Schechtman
i Tzafriri [JMST], Bingham, Goldie i Teugels [BGT89] oraz w pracy Maligrandy [Ma84].
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I. Interpolacja operatorów

Operator T : X → X nazywa siȩ operatorem Lipschitza w przestrzeni unormowanej X, jeżeli
T0 = 0 oraz istnieje sta la dodatnia M taka, że ‖Tx − Ty‖ 6 M‖x − y‖ dla dowolnych x, y ∈ X.
Najmniejsza sta la M jest norma̧ Lipschitza operatora T i oznacza siȩ ja̧ przez ‖T‖Lip(X). Niech
X0, X,X1 bȩdzie trójka̧ przestrzeni Banacha, przy czym mamy cia̧g le w lożenia X1 ↪→ X ↪→ X0. Jeżeli
dowolny operator liniowy i cia̧g ly (Lipschitza) T : Xi → Xi, i = 0, 1 jest cia̧g ly (Lipschitza) z X w
X, to przestrzeń X nazywa siȩ interpolacyjna̧ miȩdzy X0 i X1 dla operatorów liniowych (Lipschitza).
Oczywíscie jeśli X jest interpolacyjna dla operatorów Lipschitza to jest interpolacyjna dla operatorów
liniowych.

W 1935 roku Orlicz [24] wykaza l, że ośrodkowa przestrzeń Orlicza Lϕ[a, b] jest interpolacyjna
miȩdzy L1[a, b] i L∞[a, b] dla operatorów liniowych. Wiele lat później, bo w 1954 roku, uzyska l
rezultat dla wszystkich przestrzeni Orlicza i dla operatorów Lipschitza, a mianowicie:

Twierdzenie interpolacyjne Orlicza ([63]). Każda przestrzeń Orlicza Lϕ[a, b] jest interpola-
cyjna miȩdzy L1[a, b] i L∞[a, b] dla operatorów Lipschitza oraz

‖T‖Lip (Lϕ) 6 max (‖T‖Lip (L1), ‖T‖Lip (L∞)).

W orginalnym sformu lowaniu twierdzenia, po prawej stronie nierówności wystȩpuje w miejsce 1 sta la
C > 1. Twierdzenie to by lo uogólniane na przypadek przestrzeni symetrycznych przez B. S. Mit-
jagina (1965), A. P. Calderóna (1966), T. Shimogaki’ego (1968), G. G. Lorentza i T. Shimogaki’ego
(1969, 1971), G. I. Russu (1969), L. Maligrandȩ (1979, 1989, 1991). Problematyka tych uogólnień
podejmowana jest w Krein, Petunin i Semenov [KPS], Bennett i Sharpley [BS88], Maligranda [Ma89],
[Mal89], [Ma91].

W 1954 roku w pracy [62] Orlicz udowodni l również inne twierdzenie:

Twierdzenie interpolacyjne Orlicza ([62]). Dla dowolnej rosna̧cej i wklȩs lej funkcji w na
[0,∞), przestrzeń funkcji lipschitzowskich Lipw jest interpolacyjna miȩdzy C[a, b] i Lip 1 na [a, b] dla
operatorów liniowych (i dla pewnej klasy operatorów nieliniowych).

Twierdzenie to nie zosta lo zauważone w literaturze, choć by lo pierwszym twierdzeniem interpola-
cyjnym wykraczaja̧cym poza przestrzenie Banacha funkcji mierzalnych. Analogiczne badania wiele lat
później prowadzili R. O’Neil (1966), E. M. Semenov (1968) i J. Peetre (1969). Wiȩcej o twierdzeniach
interpolacyjnych typu Orlicza można znaleźć w pracach Maligrandy [Ma89] i [Ma91].

W pracy [144], wspólnej z Henrykiem Hudzikiem i Ryszardem Urbańskim, udowodnione zosta lo
twierdzenie o interpolacji operatorów subliniowych w cia̧gowych przestrzeniach Musielaka-Orlicza.
Wykazane zosta lo twierdzenie typu Riesza-Thorina przy użyciu metody trzech prostych dla funkcji
subharmonicznych. Zaleta̧ takich rozważań jest sta la 4 lub 8 w oszacowaniu norm operatorów w
zależności od przypadku rzeczywistego lub zespolonego. Bardziej ogólne twierdzenia o interpolacji
przestrzeni Orlicza, bez zwracania specjalnej uwagi na najlepsze oszacowanie norm, by ly wykazane
przez wielu autorów, a najważniejszy jest tu rezultat Ovchinnikova [Ov84]. Twierdzenia interpola-
cyjne dla przestrzeni Orlicza z możliwie najlepszymi szacowaniami sta lej interpolacji można znaleźć w
ksia̧żkach Maligrandy [Ma89], Brudnyi i Krugljak [BK91], oraz pracy Karlovich i Maligranda [KM01].

Monografie z dziedziny interpolacji operatorów to (chronologicznie): Krein, Petunin i Semenov
[KPS], Ovchinnikov [Ov84], Bennett i Sharpley [BS88], Maligranda [Mal89], Brudnyi i Krugljak
[BK91].

J. Równania różniczkowe — twierdzenia generyczne

Zbiór A w przestrzeni metrycznej X nazywa sie zbiorem I kategorii Baire’a (chudym), jeżeli jest
suma̧ przeliczalnej ilości zbiorów nigdziegȩstych; zbiór jest nigdziegȩsty (rzadki), jeżeli wnȩtrze dom-
kniȩcia jest puste. Jeżeli zbiór A nie jest I kategorii Baire’a to nazywamy go zbiorem II kategorii
Baire’a. Zbiór A jest rezydualny, jeśli jego dope lnienie jest zbiorem I kategorii. Czasami zamiast
mówić, że zbiór jest rezydualny mówimy, że opisywana przez niego w lasność jest generyczna. Podstawa̧
wszystkich rozważań jest klasyczne twierdzenie Baire’a: zupe lna przestrzeń metryczna jest II kategorii.
Każdy zbiór rezydualny w tej przestrzeni jest gȩsty i II kategorii.
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Odpowiedź na pytanie, czy w zbiorze X jakichś obiektów matematycznych istnieja̧ obiekty o danej
w lasności W, można czȩsto uzyskać stosuja̧c metodȩ kategorii Baire’a. Należy wyposażyć X w pewna̧
metrykȩ zupe lna̧ i stwierdzić w niej rezydualność (generyczność) zbioru elementów o w lasności W.
Tego rodzaju problematyka by la przedmiotem zainteresowań Szko ly Lwowskiej już w latach trzydzie-
stych. Powszechnie znane sa̧ twierdzenia S. Mazurkiewicza (1931) i S. Banacha (1931) o generyczności
w lasności nieróżniczkowalności wszȩdzie w przestrzeni funkcji cia̧g lych C[a, b]. Pierwsze zastosowanie
metody kategorii Baire’a w teorii równań różniczkowych poda l Orlicz w 1932 roku. Rozważmy wszy-
stkie funkcje f ciag le i ograniczone w prostoka̧cie Q = [a, b] × [c, d] lub Q = [a, b] × Rn. Klasyczne
twierdzenie Peano informuje o istnieniu co najmniej jednego rozwia̧zania problemu Cauchy’ego

x′(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0. (9)

Standardowym za lożeniem, gwarantuja̧cym jednoznaczność rozwia̧zania w Q, jest za lożenie, że
f spe lnia warunek Lipschitza. W przestrzeni Banacha C(Q) z norma supremalna̧, zbiór funkcji
spe lniaja̧cych warunek Lipschitza jest zbiorem I kategorii Baire’a i możnaby przypuszczać, że zbiór
funkcji f , dla których (9) ma jednoznaczne rozwia̧zanie jest zbiorem I kategorii, ale jak wykaza l w laśnie
Orlicz, zbiór ten jest zbiorem II kategorii Baire’a.

Twierdzenie Orlicza o kategoriach ([14]). Zbiór funkcji f , dla których równanie (9) posiada
jednoznaczne rozwia̧zanie, jest rezydualny w przestrzeni C(Q).

Mamy tutaj wiȩc trochȩ paradoksalna̧ sytuacjȩ, gdyż twierdzenie Orlicza pokazuje, iż prakty-
cznie ,,wszystkie” równania różniczkowe maja̧ jednoznaczne rozwia̧zania, bo te bez jednoznacznego
rozwia̧zania stanowia̧ zbiór chudy. Podobny rezultat dla problemu Darboux dotycza̧cego równań typu
hiperbolicznego uxy = f(x, y, u, ux, uy) zosta l uzyskany przez Alexiewicza i Orlicza w [68].

Od lat siedemdziesia̧tych da l siȩ zauważyć wyraźny wzrost zainteresowania problematyka̧ gene-
ryczna̧ w przestrzeniach nieskończonego wymiaru. Zapocza̧tkowa la go praca Lasoty i Yorke’a [LY73],
gdzie dowiedziono, że zbiór funkcji cia̧g lych f , dla których problem Cauchy’ego dla równania x′(t) =
f(t, x(t)) w przestrzeni Banacha, posiada w lasność istnienia, jednoznaczności i cia̧g lej zależności
rozwia̧zań od warunków pocza̧tkowych, jest zbiorem rezydualnym w przestrzeni funkcji cia̧g lych.
Przypomnijmy, że problem Cauchy’ego w przestrzeni Banacha X ma rozwia̧zanie dla dowolnej funkcji
ciag lej f , wtedy i tylko wtedy, gdy X jest skończenie wymiarowa (A. N. Godunov 1975).

Dalsze twierdzeniach typu Orlicza o kategoriach (dotycza̧ce w lasności punktów sta lych dla odw-
zorowań nierozszerzaja̧cych, zbieżności kolejnych przybliżeń, rozwia̧zań rozmaitych typów równań
różniczkowych, równań funkcyjnych i różniczkowo-funkcyjnych) uzyskali m. in. G. J. Butler, F. S. De
Blasi, T. Costello, T. Dominguez Benavides, M. Kisielewicz, M. Kwapisz, J. Myjak, G. Pianigiani, S.
Szufla, G. Vidossich.

W latach 1979-1981 Orlicz powróci l do w lasności generycznych. W pracy [143], wspólnej ze Sta-
nis lawem Szufla̧, wykaza l, że zbieżność kolejnych przybliżeń dla równania x = f(x) jest w lasnościa̧
generyczna̧ (f : C(K,X)→ C(K,X) oznacza funkcjȩ cia̧g la̧, a X jest przestrzenia̧ Frécheta).

W artykule [149] badali oni generyczne w lasności istnienia, jednoznaczności i zbieżności cia̧gu
aproksymacji nieskończonego uk ladu równań ca lkowych typu Volterry w przestrzeniach Banacha.
Dok ladne omówienie powyższych rezultatów znajduje siȩ w pracy Orlicza [150] oraz pracach Myjaka
[My78] i [My80].

W kolejnych publikacjach [151] i [158], także wspólnych z S. Szufla̧, podano warunki dostateczne
istnienia rozwia̧zania ca lkowego równania Volterry

x(t) = p(t) +
∫ t

0

f(t, s, x(s))ds,

gdzie rozwia̧zanie x jest funkcja̧ z J = [0, a] do ośrodkowej przestrzeni Banacha X i należy do wek-
torowej przestrzeni Orlicza Lϕ(J,X). Nastȩpnie stwierdzili, że przy tych samych za lożeniach, zbiór
wszystkich rozwia̧zań x ∈ Lϕ(J,X) jest kompaktem Rδ w sensie Aronszajna.

Monografie z równań różniczkowych zawieraja̧ce twierdzenia kategoryjne to: Myjak [My80], Pic-
cinini, Stampacchia i Vidossich [PSV].
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K. Miara i ca lka. Funkcje rzeczywiste. Funkcje o skończonej wariacji

W ladys law Orlicz by l autorem szeregu prac dotycza̧cych skończenie addytywnych miar wektoro-
wych. Zajmowa l siȩ w nich m.in. konstrukcja̧ ca lki z funkcji skalarnej wzglȩdem miary µ o wartościach
w przestrzeni Banacha X ([116], [117], [119], [131]) oraz zagadnieniem absolutnej cia̧g lości (w różnych
znaczeniach tego pojȩcia) miary wektorowej wzglȩdem subaddytywnych funkcji zbioru ([124], [126],
[130]). Warto tu zwrócić uwagȩ na twierdzenie podane w [126], gdzie przedstawiono dość ogólna̧
sytuacjȩ, w której absolutna cia̧g lość każdej ze skalarnych funkcji zbioru x∗µ wzglȩdem subaddytywnej
skalarnej funkcji zbioru η implikuje absolutna̧ cia̧g lość µ wzglȩdem η (x∗ jest tu cia̧g lym funkcjona lem
liniowym na X). Problematyce różnych funkcji zbioru, twierdzeniu Brooksa-Jewetta, poświȩcone sa̧
ponadto artyku ly [145], [146], [155].

Inne prace, [37], [40], [55], przygotowane w okresie wojennym, ale z oczywistych wzglȩdów opu-
blikowane dopiero po kilku latach, traktuja̧ o zagadnieniu istnienia nieróżniczkowalnych funkcji cia̧g lych.
Zastosowane tam metody dowodów, teoriomiarowe i kategoryjne, nawia̧zuja̧ do przedwojennych idei S.
Banacha, S. Mazurkiewicza i H. Auerbacha. Rezultaty Orlicza zawarte w [37] sa̧ o tyle ciekawe, że sa̧
pośrednie miȩdzy efektywnymi konstrukcjami nieróżniczkowalnych funkcji cia̧g lych a twierdzeniami
egzystencjalnymi w rodzaju: w topologii normy supremalnej cia̧g le funkcje różniczkowalne tworza̧
zbiór pierwszej kategorii Baire’a. Orlicz analizowa l różniczkowalność funkcji typu

fε(x) =
∞∑
n=1

εnfn(x), fε(x, t) =
∞∑
n=1

εn(t)fn(x),

gdzie
∑∞
n=1 |fn(x)| jest jednostajnie zbieżnym w pewnym przedziale szeregiem funkcji cia̧g lych, εn ∈

{−1, 1}N lub εn ∈ {0, 1}N, a εn(t) oznaczaja̧ funkcje typu Rademachera. Sformu lowa l on warunki,
których spe lnienie przez funkcje fn i ich pochodne implikuje, że funkcje fε nie sa̧ różniczkowalne dla
cia̧gów (εn) należa̧cych do pewnego zbioru drugiej kategorii, a funkcje fε(x, t) nie sa̧ różniczkowalne
dla prawie wszystkich t.

W publikacji [40] podane zosta lo rozwia̧zanie problemu S. Ruziewicza (wpisanego do Ksiȩgi Szkock-
iej pod numerem 57) dotycza̧cego istnienia funkcji spe lniaja̧cych jednocześnie warunek Lipschitza
wzglȩdem niemaleja̧cej funkcji w0 oraz warunek nieróżniczkowalności wzglȩdem innej funkcji niemaleja̧-
cej w1. Orlicz poda l warunek konieczny i dostateczny istnienia takiej funkcji wyrażaja̧cy siȩ pewna̧
relacja̧ miȩdzy w0 i w1.

Twierdzenie Orlicza ([40]). Niech w0 i w1 bȩda̧ funkcjami niemaleja̧cymi na [0, `], o wartości
zero jedynie w zerze i prawostronnie cia̧g lymi w punkcie 0. Na to by istnia la `-okresowa funkcja f na
R spe lniaja̧ca warunki:

(1) |f(x+ h)− f(x)| 6 w0(|h|) dla wszystkich |h| 6 `,

(1) lim suph→0 |f(x+ h)− f(x)|/w1(|h|) = +∞ dla wszystkich x ∈ R,

potrzeba i wystarcza, by

lim inf
h→0+

w1(h)
h

γ(h) = 0, gdzie γ(h) = sup
0<k6h

k

w0(k)
.

Dostateczność zosta la udowodniona przez efektywne skonstruowanie funkcji f . Z twierdzenia Orlicza
otrzymujemy jako bezpośrednie konsekwencje nastepuja̧ce rezultaty:

— rezultat A. Zygmunda (1929) i S. Steckela (1929): istnieje okresowa funkcja f taka, że za-
chodzi (1) oraz lim suph→0 |f(x + h) − f(x)|/h = +∞ dla wszystkich x, wtedy i tylko wtedy, gdy
limh→0 h/w0(h) = 0,

— jeżeli s > 1 to f(x) =
∑∞
n=1 2−n

2
ϕ(2sn

2
x) jest cia̧g la, nieróżniczkowalna, spe lnia warunek

Höldera dla γ < 1/s i dla δ > 1/s lim suph→0+ |f(x + h) − f(x)|/hδ = +∞ dla wszystkich x, przy
czym ϕ jest niesta la̧ funkcja̧ spe lniaja̧ca̧ warunek Lipschitza.

Cytowane wyżej twierdzenie, opatrzone komentarzem, znaleźć można w ksia̧żce van Rooij i Schikhof
[RS82].
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Analogicznym kwestiom poświȩcona jest praca [55], gdzie zasta̧piono granicȩ górna̧ przez aproksy-
matywna̧ granicȩ górna̧. Badania w tym zakresie kontynuowa l uczeń Orlicza, E. Tarnawski w po lowie
lat piȩćdziesia̧tych.

Dla podzia lu π : a = t0 < t1 < · · · < tn = b przedzia lu [a, b], funkcji rzeczywistej x określonej na
[a, b] oraz funkcji Orlicza ϕ, przyjmujemy

σϕ(x, π) =
n∑
k=1

ϕ(|x(tk)− x(tk−1)|).

Jeżeli vϕ(x) = supπ σϕ(x, π) <∞, to mówimy, że x ma ograniczona̧ (skończona̧) ϕ-wariacjȩ na [a, b].
Dla ϕ(u) = up otrzymujemy w przypadku p = 1 klasyczna̧ wariacjȩ Jordana, a dla p 6= 1 tzw. p-ta̧
wariacjȩ wprowadzona̧ w 1924 roku przez N. Wienera, a wykorzystana̧ wkrótce przez J. Marcinkiewicza
i L. C. Younga w teorii szeregów Fouriera i ca lki Riemanna-Stieltjesa. Natomiast pojȩcie ϕ-wariacji
pojawi lo siȩ już w 1937 roku w pracy Young [Yo37].

Funkcjona l vϕ(·) jest ważnym przyk ladem modularu. Zwia̧zana z nim klasa V ϕ0 = {x : vϕ(x) <
∞ i x(a) = 0} oraz przestrzeń V ϕ = {x : λx ∈ V ϕ0 dla pewnego λ > 0} by la badana przez Musielaka
i Orlicza w [80]. Zauważyli oni m.in., że równość V ϕ0 = V ϕ równoważna jest spe lnianiu przez ϕ
warunku ∆2 dla ma lych u oraz V ϕ1

0 ⊂ V ϕ2
0 , wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych C, u0 > 0 zachodzi

ϕ2(u) 6 Cϕ1(u) o ile u ∈ [0, u0]. Oni też wykazali zupe lność przestrzeni V ϕ (generowanej przez
wypuk la̧ funkcjȩ ϕ) wzglȩdem normy bȩda̧cej funkcjona lem Minkowskiego zbioru V ϕ0 , a ponadto podali
uogólnienie twierdzenia Helly’ego o wyrywaniu podcia̧gu i rozszerzyli wyniki E. R. Love z 1951 roku
dotycza̧ce ϕ-absolutnej cia̧g lości.

W szczególnie ważnej roli logartymicznie wypuk le funkcje Orlicza ϕ:

ϕ(uαvβ) 6 αϕ(u) + βϕ(v) dla u, v, α, β > 0, α+ β = 1.

wysta̧pi ly w pracy [136], gdzie Leśniewicz i Orlicz badali warunki istnienia ca lki Riemanna–Stieltjesa∫ b
a
x(t)dy(t). Rozpatrywali oni szereg Younga

S =
∞∑
n=1

ϕ−1

(
1
n

)
ψ−1

(
1
n

)
,

gdzie ϕ,ψ oznaczaja̧ ścísle rosna̧ce funkcje Orlicza, i dowiedli dwóch implikacji wia̧ża̧cych zbieżność
powyższego szeregu z indeksami Matuszewskiej–Orlicza funkcji ϕ,ψ:

1
s0
ϕ

+
1
s0
ψ

> 1⇒ S <∞, 1
s0
ϕ

+
1
s0
ψ

< 1⇒ S =∞.

Podali też dwa dowody twierdzenia Younga (patrz [Yo38]): jeżeli ϕ,ψ sa̧ logarytmicznie wypuk lymi,
ścísle rosna̧cymi funkcjami Orlicza, dla których szereg Younga jest zbieżny oraz x ∈ V ϕ jest funkcja̧
cia̧g la̧, a y ∈ V ψ, to ca lka Riemanna–Stieltjesa funkcji x wzglȩdem y istnieje i ponadto

|
∫ b

a

x(t)dy(t)| 6 ϕ−1(vϕ(x))ψ−1(vψ(y)) +
∞∑
n=1

ϕ−1(n−1vϕ(x))ψ−1(n−1vψ(y)).

Leśniewicz i Orlicz zauważyli też, że za lożenie S <∞ jest istotne, bo gdy S =∞, funkcje ϕ,ψ i funkcje
do nich sprzȩżone ϕ∗, ψ∗ spe lniaja̧ warunek ∆2 dla ma lych u, to istnieja̧ funkcje cia̧g le x ∈ V ϕ, y ∈ V ψ,
dla których ca lka

∫
xdy nie istnieje. Rezultaty przedstawione w [136] by ly później uogólniane przez

Schramma [Sc85] i Younga [Yo76]. Co wiȩcej, zosta ly zamieszczone w ksia̧żce Dudley i Norvaisa
[DN99].

W cyklu dziesiȩciu artyku lów Orlicza, napisanych wspólnie z Jaros lawem Ciemnoczo lowskim i
Wanda̧ Matuszewska̧ ([152], [157], [161]–[163], [166], [168], [170], [171], [175]), badane by ly zwia̧zki
przestrzeni V ϕ z różnymi innymi przestrzeniami funkcji (w tym z przestrzenia̧ funkcji o skończonej
wariacji w sensie Watermana), przedstawione zosta lo uogólnienie twierdzenia Marcinkiewicza z pracy
[Mr34] oraz nastȩpuja̧ce rozszerzenie twierdzenia Rjazanova z [Rj68]: jeżeli wypuk la funkcja Orlicza ϕ
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spe lnia warunek ∆2 dla wszystkich u i vϕ(x) <∞, gdzie x jest funkcja̧ okresowa̧ na R o okresie 1, to
dla dowolnego ε > 0 istnieje zbiór domkniȩty A ⊂ [0, 1] taki, że |[0, 1] rA| < ε a zawȩżenie x|A funkcji
x do zbioru A spe lnia warunek typu Höldera: ϕ(|x|A(t)− x|A(s)|) 6 K|t− s|.

Jeżeli Pδ oznacza podzia l przedzia lu [a, b] o średnicy co najwyżej δ, to funkcjona l

vδϕ(x) = sup
Pδ

σϕ(x, Pδ)

jest także modularem i to modularem wypuk lym, gdy ϕ jest wypuk la̧ funkcja̧ Orlicza. Wyznacza
on wiȩc normȩ typu Luxemburga ‖x‖δϕ = inf{ε > 0 : vδϕ(x/ε) 6 1}. Podprzestrzeń domkniȩta
V ϕ1 ⊂ V ϕ zdefiniowana jako V ϕ1 = {x ∈ V ϕ : limδ→0+ ‖x‖δϕ = 0} ma ciekawe w lasności topologiczne
— jest ośrodkowa, ale jej przestrzeń dualna jest nieośrodkowa, a jeśli dodatkowo funkcja sprzȩżona
ϕ∗ spe lnia warunek ∆2 dla ma lych u, to V ϕ1 nie zawiera izomorficznej kopii przestrzeni `1. Fakty
te zosta ly ustalone w [168]. Tym samym Orlicz rozszerzy l wynik J. Lindenstraussa i C. Stegalla z
1975 roku, którzy wskazali po raz pierwszy na przestrzenie V ϕ1 , wyznaczone przez wypuk le funkcje
potȩgowe ϕ, jako na przyk lad ośrodkowej przestrzeni Banacha bez kopii `1, z nieośrodkowym dualem.
Uproszczenia rozumowań Lindenstraussa i Stegalla dokona l S. V. Kisliakov w [Ki84].

W pracy [170] znajduje siȩ analiza w lasności funkcjona lu vϕ oraz zwia̧zki przestrzeni V ϕ z przestrze-
niami funkcji o skończonej wariacji w sensie Wienera (tzn. vWϕ (x) = limδ→0+ vδϕ(x) < ∞) i z
przestrzeniami o skończonej wariacji w sensie Riesza tj. rϕ(x) = supP %ϕ(x) <∞, gdzie

%ϕ(x) =
n∑
k=1

ϕ(|x(tk)− x(tk−1)|/(tk − tk−1))(tk − tk−1).

Pokazano tam m. in., że addytywność (subaddytywność) funkcjona lu vϕ jako funkcji przedzia lu
oznacza liniowość funkcji ϕ (równoważność funkcji ϕ z funkcja̧ liniowa̧) w pewnym otoczeniu zera.
Ponadto Orlicz zauważy l, iż w ogólności vWϕ (x) 6 vϕ(x), chociaż zawsze istnieja̧ funkcje, dla których w
powyższej nierówności zachodzi równość, a w przypadku subaddytywnych funkcji ϕ mamy vWϕ (x) =
vϕ(x) dla dowolnej funkcji x. W artykule [171] znaleźć też można warunki implikuja̧ce, dla abso-
lutnie cia̧g lej funkcji x o skończonej wariacji w sensie Riesza, przynależność pochodnej x′ do klasy
Orlicza Lϕ0 [a, b], przy czym rozważane sa̧ przede wszystkim niewypuk le funkcje Orlicza ϕ (przypadek
wypuk lych funkcji ϕ badali wcześniej J. T. Medvedev w 1953 roku i K. U. Rzaev w 1976 roku).

Odnotować wypada również pracȩ [169] napisana̧ wspólnie z Lechem Maligranda̧. Przyjmuja̧c vp =
vϕ oraz V p = V ϕ, gdzie p ∈ (0,∞), ϕ(u) = up, Autorzy tejże pracy udowodnili submultiplikatywność
funkcjona lu vp dla p ∈ (0, 1] (tj. vp(xy) 6 vp(x)vp(y)) oraz nierówność

v1(ψ(|x|)) 6 ψ(v1(x)), (10)

która zachodzi dla dowolnej wypuk lej funkcji Orlicza ψ oraz dowolnej funkcji x ∈ V 1. Zauważyli oni
ponadto, że V ψ jest algebra̧ Banacha wzglȩdem norm ‖·‖L∞+‖·‖ oraz 2ψ−1(1)‖·‖ (norma ‖·‖ jest tu
norma̧ typu Luxemburga zwia̧zana̧ z modularem vψ) i zwrócili uwagȩ na fakt wynikania z nierówności
(10) dobrze znanej uogólnionej nierówności Opiala:∫ b

a

|x(t)|p|x′(t)|dt 6 (b− a)p(p+ 1)−1

∫ b

a

|x′(t)|p+1dt.

Dowody przedstawione w [169] oparte sa̧ na szeregu nierówności, które by ly później dok ladniej anali-
zowane i uogólniane przez Pečarića i Gusića [PG96] oraz Castillo i Trousselota [CT07].

Orlicza zajmowa ly ponadto operatory kompozycji dzia laja̧ce miȩdzy przestrzeniami typu V ϕ.
Przyk ladowo, w pracy [166] istotnie rozszerzy l nastȩpuja̧cy rezultat M. Josephy ([Jo83], patrz również
Appell i Zabrejko [AZ90]): jeśli ϕ,ψ sa̧ funkcjami Orlicza spe lniaja̧cymi warunek ∆2 dla ma lych u
oraz F : R → R jest funkcja̧ przyjmuja̧ca̧ wartość zero w punkcie zero, to operator superpozycji
F(x) = F (x(·)) odwzorowuje V ϕ w V ψ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego v > 0 istnieje taka sta la
Kv, że dla |t|, |s| 6 v mamy ψ(|F (t) − F (s)|) 6 Kvϕ(|t − s|). Za lożenie warunku ∆2 w powyższym
twierdzeniu może być opuszczone — zauważy l to Prus-Wísniowski w [PW89].

Monografie o funkcjach rzeczywistych i funkcjach o skończonej uogólnionej wariacji: van Rooij i
Schikhof [RS82], Appell i Zabrejko [AZ90], Dudley i Norvaisa [DN99].
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