3. Dorobek naukowy Stefana Kaczmarza - ksigzka

Kaczmarz, wspotpracujac z H. Steinhausem, opublikowat jedng monografie w 1935 r.
po niemiecku, w 1951 roku ukazat sie jej przedruk, réwniez po niemiecku, a w 1958
roku jej rosyjskie ttumaczenie oraz 32 prace naukowe opublikowane w latach 1924-
-1939 (w tym 12 prac w Studia Mathematica). Wspotautorami wielu prac byli:
Wiadystaw Nikliborc (1899-1948), Hugo Steinhaus (1887-1972), Jézef Marcinkiewicz
(1910-1940) i Andrzej Turowicz (1909-1989).
Kaczmarz zajmowat sie nastepujacymi dziatami matematyki:
a) Szeregi ortogonalne, a zwtaszcza zagadnienia zbieznosci i sumowalnosci prawie
wszedzie.
b) Teoria funkcji rzeczywistych, w tym réwnania funkcyjne, dowody istnienia funkcji
ciagtych wykazujacych roznego typu osobliwosci w kazdym punkcie przedziatu

np. funkcjami ciagtymi nigdzie nie spetniajgcymi warunku Diniego, uogolniona
1

zbieznos¢ (tzw. N-zbieznos¢ wzgledem N-modularu /Iy (f) =IN(f(x))dx).
0
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¢) Zastosowania matematyki. Jest on twérca pewnej metody o przyblizonym rozwia-
zywaniu duzych uktadéw réwnan liniowych zwanej metodg Kaczmarza lub algo-
rytmem Kaczmarza. Badat tez krzywizny drogowe i opisat pewne przyblizone
obliczenia algebraiczne.

Opublikowat tez prace w: transformacjach catkowych, analizie funkcjonalnej, sze-
regach liczbowych i aksjomatyce arytmetyki.

Nalezat do kregu wspotpracownikow Stefana Banacha i byt cztonkiem Lwowskiej
Szkoty Matematycznej. Monografia Stefan Kaczmarz i Hugo Steinhaus, Theorie der
Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne, Tom VI, Warszawa-Lwow 1935, vi + 298 str.,
cena 5 $ (wydana po niemiecku), byta duzym osiagnieciem polskiej matematyki przedwo-
jennej. Ksiazka jest dostepna w internecie w Wirtualnej Bibliotece Matematyki (patrz [24]).

24. Strona tytutowa dwoch wydan ksigzki Kaczmarza i Steinhausa
Powstanie i znaczenie tej ksigzki opisane jest w listach badz recenzjach:

Bronistaw Knaster napisat w liscie do Kaczmarza, jako cztonek Komitetu Redakcyj-
nego Monografii Matematycznych (10 Xl 1935, list 2 stronicowy):

Drogi Kolego! Mam nadzieje, Ze otrzymaliscie w porzgdku egzemplarz autorski dla Was (na
lepszym papierze) i ze rozne drobne niedociggniecia drukarskie nie razg Was zbytnio. Jesli
sg, darujcie nam. My tu pracujemy w warunkach dosc¢ prymitywnych i mimo najlepszej woli
wkradajg sie rozne przedziwne gady do naszej roboty. Nam ksigzka Wasza podoba sie tu
bardzo. Uwazamy, ze jest piekna. Osobiscie najserdeczniej Wam winszuje jej ukoriczenia.
Jednoczesnie napisatem do Prof. Steinhausa.

Zazenowany jestem Waszym mitym stosunkiem do mej skromnej wspofpracy. Moge Was
zapewnic, ze byta mi ta wspotpraca bardzo przyjemna, mimo, ze na mnie przypadty w niej
obowigzki czysto techniczne i podrzedne, a to dlatego, ze czutem przez caty czas wartos¢
dzieta i najlepszg wole jego autorow. Pragne tez, byscie nie zachowali przykrego wspo-
mnienia o mnie. Egzemplarzy autorskich otrzymujecie tgcznie 30. Z tych rozestalismy 17:
Auerbach, Sternbach, Zygmund, Zarankiewicz, tomnicki, Orlicz, Saks, Whittaker, Hardy,
Riesz, Carlslaw, Montel, Tonelli, Landau, Menchoff, Wiener, Rademacher oraz Wasz -razem
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= 18; pozostate 12 postalismy prof. Steinhausowi paczkg. (...) Jeszcze raz tgcze me
najlepsze gratulacje i Zycze rychtego drugiego wydania.
Serdecznie dfori Waszg Sciskam, Bronistaw Knaster.

Recenzja ksigzki napisana przez Adolfa Hammersteina (1888-1941) z Kolonii [H341]:
Monografia omawia 0gding teorie szeregow ortogonalnych jednej zmiennej rzeczywisteyj.
Recenzja ksigzki napisana przez Gabor Szego (1895-1985) z St. Louis [S35]:

Teoria szeregow ortogonalnych w ostatnich 30 latach stata sie popularna, zwtaszcza dzieki
zastosowaniom w teorii rownan catkowych i po odkryciu twierdzenia F. Riesza-Fischera.
(...) Ksigzka jest wielkim osiggnieciem i stanie sie ulubiong przez koneserow i wielbicieli
szeregow ortogonalnych, jak rowniez bedzie poczatkiem radosci i uZytecznosci.

Recenzja ksigzki napisana przez Adolphe Buhl-a (1878-1949) z Tuluzy [B34]:

Matematycy polscy kontynuujg badania otwarte, ktore wydajg sie gigantyczne w sensie
wielkiej perspektywy. W tej ksigzce zawarta jest teoria szeregow ortogonalnych, ktorej
wspotczesne badania nie rosng szybciej od gloryfikowanych badan Fouriera czy Sturma-
Liouvilla. (...) Ma bogatg bibliografie cho¢ brakuje nazwiska Pana Maurice Frecheta. Mimo
wszystko ksigzka jest pierwszej klasy.

Recenzja ksigzki napisana przez A. Zygmunda (1900-1992) [Z35]:

Ksigzka jest sukcesem matematyki polskiej, jako praca pionierska. Jest ona bowiem pierw-

szym dzietem, poswieconym teorii ogdlnej uktadow ortogonalnych. (...) Autorowie jej sg

w Polsce (obok D-ra Orlicza) najlepszymi znawcami tej teorii i zawdziecza im ona szereg

waznych wynikdw. (...) Nalezy dodac, ze ksigzka zawiera szereg wynikow po raz pierwszy

ogtoszonych drukiem. Wiele dowodow jest uproszczeniem dotychczas znanych. Za ksigz-

ke tg nalezy sie autorom wdziecznosc ze strony nauki, a w szczegolnosci nauki polskiej.
Jerzy Neyman (1894-1981) napisat w liscie do Kaczmarza [N35]:

Szanowny Kolego. Wtasnie otrzymatem Wasza ksigzke, wspdlng z Prof. Steinhausem
i jestem zachwycony. Znalaztem w niej szereg rzeczy, ktére mi sg potrzebne do rozma-
itych zagadnien statystycznych i ktorych sam nie umiatem wyprodukowac. Mam jednak pare
drobnych trudnosci, ktére zapewne dla Was takowymi nie bedg. Bytbym wiec Wam bar-
dzo wdzieczny gdybyscie mi zechcieli dopomdc. Wyjezdzam teraz na czas pewien (do 21 1)
do Paryza. (...)

tacze uprzejme pozdrowienia i najlepsze zyczenia noworoczne. Jerzy Neyman.

Wiadystaw Orlicz napisat w Polskim Stowniku Biograficznym [O64]:

Ksigzka Kaczmarza i Steinhausa byta pierwsza w literaturze swiatowej monografig poswie-
cong ogolnej teorii szeregow ortogonalnych.

Drugie wydanie ksigzki Kaczmarza i Steinhausa, a wiasciwie poprawiony przedruk
pierwszego wydania ksigzki z 1935 roku, ukazato sie w 1951 roku: Stefan Kaczmarz
and Hugo Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne, Tom 6,
Chelsea Publishing, New York 1951, viii + 296 str., Hardcover 15 $. Natomiast w 1958
roku ukazato sie rosyjskie ttumaczenie tej ksiazki tzn. S. Kacmaz i G. Steingauz, Teoriya
Ortogonal’nykh Ryadov, Gosudarstv. |zdat. Fiz.-Mat. Lit., Moskwa 1958, 507 str., cena
17 rubli i 50 kop., gdzie dodano 50% dodatkowego materiatu napisanego przez R. S.
Gutera i P. L. Uljanowa z Moskwy.

Wersja rosyjska ma przed wstepem adnotacje: Monografia S. Kaczmarza i H. Steinhausa
jest jedng z lepszych ksigzek w literaturze swiatowej z teorii szeregow ortogonalnych.

Recenzja rosyjskiego ttumaczenia ksigzki napisana przez Georga G. Lorentza (1910-
-2006) [Math. Reviews MR0094635 (20 #1148)]:

The translators have added 50% new material to this excellent German text.
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4. Dorobek naukowy Stefana Kaczmarza - prace naukowe

Kaczmarz napisat 32 prace naukowe w latach 1924-1939. Podzielimy ich oméwie-
nie zaczynajagc od metody Kaczmarza, ktéry to rezultat Kaczmarza jest najbardziej
cytowany w literaturze, a nastepnie omoéwimy jego dorobek w uktadach ortogonalnych
- jego gtownej problematyce zainteresowan matematycznych.

4A. Metoda (algorytm) Kaczmarza z 1937 r.

Jest to metoda znajdowania przyblizonego rozwigzania uktadow réwnan liniowych
0 duzej liczbie zmiennych. Kaczmarz zauwazyt w 1937 roku, ze zagadnienie wyzna-
czenia rozwigzania uktadu rownan liniowych jest rownowazne zagadnieniu wyznacza-
nia wspotrzednych punktu, ktéry lezy na przecieciu hiperptaszczyzn przedstawionych
przez rownania uktadu.

Procedura iteracyjna Kaczmarza na znalezienie przyblizonego x;, x,, ..., X, uktadu
réwnan liniowych

dla duzego n jest nastepujaca:

Krok 1: Pomnozy¢ przez state tak by z::1a,]2. =1 (i=12,...n).

(0) ,, (0) (0)

Krok 2: Pierwsze przyblizenie wybra¢ dowolnie X; , X, ,..., X, jako zerowg grupe
dla nastepujacych grup zawierajacych po n przyblizonych rozwigzan
XD D X0 (k=0,1,2,..),

z ktorych kazda zawiera po n przyblizonych rozwigzan.
Krok 3: Definiujemy (k + 7)-grupe nastepujgco:

(k+11) — (k) _ (kn) (k+12) — (k+11) _ (k+1,1)
X; =X; a, L, x; =X ay, Wy,

..,X§k+1,n) — X}k+1,n—1) -a, |]_(:+1,n—1) (i=12,....n)

do momentu, az ciag

X\ x5 XY (8 =1,2,...,0,r=1,2,..)

n ’

n
jest zbiezny do X, X, ..., X,, gdzie LY = Za,-,xjr’S) -b,.
4=
Metoda ta jest zbiezna dla nieosobliwych macierzy A = (g;). Ostatnio metoda ta jest
badana w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych (Kwapien-Mycielski, 2001 ; Haller-
-Szwarc, 2005).

Metoda Kaczmarza ma duze znaczenie dla inzynierow.
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25. Kaczmarz pracuje w swoim pokoju

W. Orlicz tak napisat o metodzie Kaczmarza [O80], str, 283:

Sukces odnidst Stefan Kaczmarz, ktory zginat w pierwszych dniach wrzesniowej kampanii
1939 r. W roku 1937 ogfosit note w Biuletynie Polskiej Akademii Umigjetnosci na temat
przyblizonego rozwigzywania duzych uktadow réwnan liniowych. Miata ona charakter prekur-
sorski. Istnigje powazne dwutomowe dzieto, wydane pod redakcjg M. F. Beckenbacha pod
tytutem ,, Nowoczesna Matematyka dla Inzynierow” (polskie ttumaczenie wydato PWN w 1962;
wydanie po angielsku New York 1956). C. B. Tomkins, autor zawartego tam artykutu ,,Metoda
najszybszego spadku” [T56], omawiajgc metode Kaczmarza, stwierdza, ze stanowi ona
jeden z najprostszych przyktadow bardzo uZytecznej metody szybkiego spadku. Wydaje
mi sie, Ze w okresie miedzywojennym rachunek krakowianow Tadeusza Banachiewicza i meto-
da Kaczmarza byty najwazniejszymi polskimi osiagnieciami w zakresie analizy numerycznej.

Jako konkretne przyktady uzywania metody Kaczmarza w zastosowaniach przytoczmy
kilka przyktadow tytutow artykutow lub odczytéw uzywajacych jego metody w tytule
pracy: J. Markl, Accelerating the Kaczmarz algorithm convergence in the case of input
process time correlation (1990), W. H. Weedon, Application of Kaczmarz's method to
nonlinear inverse scattering (1997), F. Natterer, The Kaczmarz method in nonlinear
imaging (1999), M. Burger i B. Kaltenbacher, Reglarizing Newton-Kaczmarz methods
for nonlinear ill-posed problems (2004), D. E. Mason, Material surface energy and the
Kaczmarz algorithm (2004), C. Popa i R. Zdunek, Kaczmarz extended algorithm for
tomographic image reconstruction from limited-data (2004).

Praca Kaczmarza byta tak wazna, ze zostata przettumaczona na jezyk angielski przez
P. C. Parksa w 1993 roku i wydrukowana ponownie w angielskim czasopismie Inter-
national Journal of Control w 1993 roku (zobacz [28]). Patrick C. Parks poprzedzit to
ttumaczenie artykutem S. Kaczmarz (1895-1939) [P93], gdzie omawia on prace Kacz-
marza z 1937 roku oraz pisze o jego zyciu i dorobku naukowym.

Patrick C. Parks (197-1995) byt profesorem w Royal Military College of Science

w Anglii. Zwrocit on uwage na doniostos¢ algorytmu Kaczmarza i dlatego tez
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przettumaczyt prace Kaczmarza z 1937 roku. Wydaje sie, ze ttumaczenie Parksa
przyczynito sie do szerszego rozpropagowania metody Kaczmarza. Parks wystat tez do
druku prace Kaczmarz and stochastic approximation, ktora miata ukazac sie ze zdje-
ciem Kaczmarza w Atrtificial Neural Networks (w materiatach z konferencji w Cambridge,
June 26-28, 1995), o czym pisat jeszcze do Pani Prof. Przeworskiej-Rolewicz
w grudniu 1994, dziekujac jej za zdjecie Kaczmarza. Niestety, z powodu jego smierci
16 lutego 1995 r. praca ta sie nie ukazata.
W liscie do Prof. Przeworskiej-Rolewicz z dnia 23 stycznia 1995 roku Parks pisat:
(...). It is clear from work by myself and other authors that Kaczmarz's algorithm explained
in his paper of 1937 and modern modifications of it, are the only algorithms which seem
fast enough for ON-LINE adjustment of weights in a neural network being used as a function
approximator e.g. in on-line adaptive control applications. It is also clear that the so-called
stochastic approximation” technique of Robbins and Monro (circa 1951)° can be regar-
ded also as a modification of the original Kaczmarz algorithm in which the corrections are
scaled down at each step of (discrete) time. Anyway, this is the theme of my poster, which
also includes some of the history of Kaczmarz, as was published in the ,Int. J. Control”

a year ago or so ago with your help! With best wishes for 1995. Yours sincerely, Patrick
Parks.

26. Jedna strona odczytu Patricka Parksa z 1991 roku (jak on sam napisat: S. Kaczmarz ,Vagraph”
that | shall show at the 1st European Control Conference, Grenoble, France on 3rd July 1991)

8 Autor miat na mysli prace [RM51].
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Eduard Aved'yan w ksigzce [A95] czesto stosuje algorytm Kaczmarza uzyteczny
W rozwigzywaniu rownania, a wtasciwie rownan liniowych opisujacych zachowanie sie
nauczyciela (zobacz [A95], strony 17-30 oraz dodatek z wynikami uzywania algorytmu
Kaczmarza i symulacjami; swojg drogg autor rowniez informuje na str. 17, ze metoda
Kaczmarza byta ponownie odkryta przez J. S. Albusa w 1975 roku!). Odnotujmy, ze
ksigzka Aved’yana byta wydana pod redakcjg J. Masona i P. C. Parksa, po ich pobycie
w Moskwie w pazdzierniku 1994 roku.

W pracy Benzi [BO5] pojawia sie (na stronie 11 manuskryptu) znowu informacja, ze
metoda Kaczmarza byta ponownie odkryta okoto roku 1970 pod nazwa Algebraic
Reconstruction Techniques (ARTSs) i autor powotuje sie tutaj na prace [GBH70].

Wiele prac omawia metode Kaczmarza, co mozna przesledzi¢ przegladajgc tylko
tytuty prac z jego nazwiskiem jak np. [B84], [BO5], [CEG], [HS05], [HN], [HN9O],
[KMO1], [M77], [T56].

Metoda Kaczmarza trafita tez juz do podrecznikow akademickich i mozna jg zna-
lez¢ np. w podreczniku Anton-Rorres [AR94, str. 690-693], przy rozwazniu tomografii
komputerowej w rozdziale 11.13, gdzie pojawia sie metoda Kaczmarza do przyblizo-
nego rozwigzywania uktadow rownan liniowych z wiekszg iloscig rownan niz zmiennych.

4B. Uktady ortogonalne

Uktady ortogonalne byty gtowng dziedzing badan naukowych Kaczmarza. Poswie-
cit jej 18 prac: [3]-[6], [8]-[13], [18], [21]-[23], [25]H27], [29] i ksiazke [24]. Omowimy
pewne wazne osiggniecia kolejno.

4B1. Uktad Walsha-Kaczmarza (1929)

Tak zwane uktady Walsha i Walsha-Paley’a na [0, 1] otrzymuje sie jako iloczyn funkgciji
Rademachera ustawionych w réznym porzadku. W 1929 r. Kaczmarz pierwszy zauwa-
zyt, ze uktad funkcji Walsha moze by¢ wyrazony jako pewne proste kombinacje uktadu
Haara. Taki uktad uporzadkowany w pewien sposob otrzymat w 1948 roku nazwe ukfadu
Walsha-Kaczmarza. Nazwe te wprowadzit w 1948 r. A. A. Shneider [S48] (patrz row-
niez [SWS], str. 2 i 511, [BR] i [GES]).

Stad i ze znanych witasnosci uktadu Haara wynikajg pewne wnioski dla uktadu
Walsha, np. jego zupetno$¢ oraz to, ze jezeli fOL°,p=1 a p, Sg sumami czesciowymi
rozwiniecia f wedtug uktadu Walsha, to IIf—p2n | - O oraz pzn(x) - f(x) prawie
wszedzie.

4B2. Zbieznosc prawie wszedzie
Dla dowolnego uktadu ortogonalnego {@} na [a, b] twierdzenie Riesza-Fischera
stwierdza, ze dla dowolnego ciagu (a,) O /? istnieje funkcja f O L*[a, b] taka, ze jej wspot-

czynniki a, = af(X)¢n(X)dX wzgledem tego uktadu srl)ve’rniaja

lim |lsy —fl|=0, gdzie sN(x)=Za,,¢n(x).
N = o0

n=1

45
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Zatem pewien podciag Sy, jest zbiezny prawie wszedzie na [a, b]. Stad tez bierze
sie nietatwa problematyka istnienia ciaggu w{n) 7~ o by ze zbieznosci szeregu
z:; a,w(n) wynikata zbieznos¢ prawie wszedzie na [a, b] szeregu Z:= 1an(bn(x) przy
dowolnym ukfadzie ortogonalnym (¢,). Ciag liczb {w(n)} dajacy pozytywna odpowiedz
nazywa sie mnoznikiem Weyla.

Twierdzenie Mienszowa-Rademachera (H. Rademacher 1922, D. Mienszow 1923)
stwierdza, ze ciag w{(n) = (logn)® jest mnoznikiem Weyla i zaden ciag stabiej rosnacy
do o niz (logn)® nie daje mnoznikéw Weyla dla dowolnego uktadu ortogonalnego. Trudna
konstrukcje Mienszowa czesciowo uproscit Kaczmarz w [23].

Analogicznie mozna sie pytac, w miejsce zbieznosci prawie wszedzie, o sumowal-
nos¢ szeregu z:; ’ a,P,(x) prawie wszedzie w sensie pewnej metody sumowalnosci.
Nastepujacy rezultat uzyskali niezaleznie Kaczmarz [5] i Mienszow.

2
Twierdzenie Kaczmarza-Mienszowa (1927). Jezeli szereg Z InInn) jest
zbiezny, to szereg ortogonalny z an(b,, X) jest C (0,1) - sumowa/ny prawie wsze-

dzie tzn. sumy 3 Z ap®n(x) sg zbiezne prawie wszedzie na [a, b).

Kluczowa role przy dowodzie tego twierdzenia odgrywa nastepujacy lemat, udowod-
niony przez Kaczmarza w 1925 roku:

Szereg Z:z ’ a,P,(x) jest(C,1) - sumowalny prawie wszedzie witedy i tylko wtedy,
gdy podcigg 82n (x) jest zbiezny prawie wszedzie.

Lemat ten odgrywa tez istotng role przy dowodzie twierdzenia Kaczmarza o zwigzku
miedzy metodg sumowalnosci (C,1) i wazng metodg sumowalnosci Abela. Przypomnijmy,

ze szereg liczbowy Z c, jest sumowalny metoda Abela (metoda A) do granicy s, jezeli
:_1cnr” —~ 8 gdy r — 1 . Kazdy szereg sumowalny (C,1) jest Asumowalny ale nie-
koniecznie odwrotnie tzn. istniejg szeregi A-sumowalne, ktore nie sg sumowalne (C,1).

W 1925 roku Kaczmarz [3] udowodnit tez zaskakujgce twierdzenie:

Jezeli Z::1|an|2 <o jszereg z:; ; a,$,(x) jest prawie wszedzie sumowalny me-
todg Abela, to jest prawie wszedzie (C,1) - sumowalny (do tej samej granicy).

W pierwszym uogolnieniu tego twierdzenia Kaczmarza zastgpiono srednie (C,1) przez
srednie Cesaro (C, a), a > 0, co zostato udowodnione przez Zygmunda [Z26], [227]
i Kaczmarza [8]. Te idee Kaczmarza i Zygmunda o rownowaznosci roznych metod
sumowalnosci w sensie prawie wszedzie byly zauwazone przez Steina w [S82].
U Kaczmarza i Zygmunda pojawia sie tez po raz pierwszy square function, a mianowicie

2
K =C nloy =0 | z =% adn
H1=2 H n=1
i wykazujg podstawowa L® - nierownosé
IKON2=CIfll -

Doktadny opis tego dowodu podaje Stein [S82, str. 3611, a na poczatku tego artykutu
Wrecz pisze:



SteFAN Kaczmarz (1895 -1939)

It appears that square functions arose first in an explicit form in a beatiful theorem
of Kaczmarz and Zygmund dealing with the almost everywhere summability of orthogonal
expansions. The theorem was proved in 1926 as the culmination of several papers each
had written at about that time. The theorem itself was an outgrowth of what certainly
was one of the main preoccupations of analysts at that time, namely the question of
convergence of Fourier series.

Omawiajac dotad problematyke zbieznosci zatozenia dotyczyly wspotczynnikow (a,),
a rezultaty byty prawdziwe dla wszystkich uktadow ortogonalnych. Mozna jednak badac¢
innego rodzaju kryteria zbieznosci szeregdéw ortogonalnych robigc odpowiednie zatoze-
nia o tzw. funkcjach Lebesgue’a. Zacznijmy od rezultatéw, ktore byly obiektem zainte-

. TP 202 .
resowan Kaczmarza. Jezeli z (ap, + b, )w(n) <o dla wn) = log n, to szereg Fouriera

n=1

[ee]
2+ Z (a,, cosnx + b, sinnx)
n=1
jest zbiezny prawie wszedzie. Wykazali to Kotmogorow-Silvestrow w 1924 r. (stabsza
wersje) i w 1926 r. powyzszg oraz niezaleznie Plessner w 1925 r., Kaczmarz w 1927 r.
(na konferenciji) i 1929 r. (praca w Studia Math.) uogolnit to twierdzenie z szeregéw
trygonometrycznych na dowolne uktady ortonormalne i na zbieznos¢ prawie wszedzie
na pewnym zbiorze; wtedy za wage w(n) trzeba wzig¢ monotoniczng majorante funkcji
Lebesgue’a na tym zbiorze.
Wynik Kotmogorowa-Silvestrowa i Plessnera nie ma dzisiaj zadnego znaczenia, bo
stawne twierdzenie Carlesona zapewnia zbieznos¢ prawie wszedzie szeregu Fouriera

.o © 2 2 . L. . .
juz przy warunku Z (a,, +bn)< . Jednakze uogolnienie znalezione przez Kaczma-
n=1

rza jest nadal obiektem zainteresowan.
Jezeli @ = (¢,) jest uktadem ortogonalnym w L*a, b], tzn.

qubm(x) ¢, (x)dx=0 dla m#n i ﬁqbn(x)zdx =C, <,
to sumy czesciowe rozwiniecia f O L*[a, b] mozna napisarc;: w postaci

S,(f, x) =J':f(x) D,(x,t)dx gdzie Dp(x,t)= qu,-(t)(l),-(x)
jest jadrem Dirichleta i zgodnie z terminologig Rademaok@ra funkcje

Ly(x)=Ly(®,x) = Jf D, (x, t)|dt

nazywamy funkcjami Lebesgue’a danego uktadu ®. Kaczmarz udowodnit nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie Kaczmarza (1929). JezZeli zachodzi warunek
Ly(x)sw(n) dla xOAO[ab], n=12,..., gdzie w(n)1 o,
to dla kazdego ciggu {c} prawdziwa jest nierownosc

n
E max w(k)~"/? d gs4 cZmA.
g1sk5nW( ) XE kZ:1 k

k

Z ci9;(x)

i=
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W szczegdinosci, gdy dla prawie wszystkich x DA D [a,b],L,(x) < Cw(n),n=12,...,

gdzie (1) <wW2) < ..., to ze zbieznosci szeregu z aﬁw(n) wynika zbieznosc¢ prawie
00 n=1
wszedzie szeregu an | a,P,(x).

Rezultat Kaczmarza jest prezentowany w znakomitych monografiach o szeregach
ortogonalnych: monografii Olevskiego [O75, str. 100 i nierdwnos¢ (4) oraz Twierdze-
nie 1] oraz Kashina-Saakyana [KS84, Twierdzenie 4 z dowodem, strony 303-307].

4B3. 86 problem Banacha z Ksiegi Szkockiej

Wiadomo, ze istniejg uktady ortogonalne zupetne w Le [0, 1], a niezupetne w LP [0, 1]
dla kazdego 1 £ p < . Metode budowania takich uktadéw podali S. Banach i G.
Fichtenholz. Wynika stad, ze istniejg uktady ortogonalne, ztozone z funkcji ograniczo-
nych, nie dajgce sie uzupetnic w P10, 1] funkcjami ograniczonymi. W zwigzku z tym
Banach postawit pytanie, czy istniejg uktady ortogonalne i unormowane, wspolnie
ograniczone prawie wszedzie, nie dajgce sie uzupetni¢ w L 2 (lub w dowolnej L P funkcjami
wspolnie ograniczonymi prawie wszedzie. Inaczej mozna tez zapytac, tak jak brzmi 86
problem Banacha z Ksiegi Szkockiej:

Czy jest mozliwe z dowolnego niezupetnego uktadu ortogonalnego jednostajnie
ograniczonych funkcji otrzymac uktad zupetny przez dodanie pewnych jednostajnie
ograniczonych funkcji?

W 1936 r. Kaczmarz pokazat, ze odpowiedz na to pytanie jest negatywna.

Niech {¢,} bedzie uktadem ortogonalnym, unormowanym, zupetnym w L'[0, 1]
wspolnie ograniczonym np. uktadem trygonometrycznym. Wezmy dowolng funkcje

f0 L2[0,11\ L™ [0,1]. Uporzadkuimy {@,} tak by wspdtczynniki &, :Iof(X)(Pn(X)dX miaty
wiasnosé, ze |ay| 2|as| 2 [ag| ... Wtedy uktad
In(x) = apd4(x) —a@(x)

jest wspolnie ograniczony, zupetny w L7[0,1] niezupetny w L2 [0,1]. Jezeli teraz zor-
togonalizujemy {g,} to otrzymamy uktad ortogonalny, unormowany {@,}, ktory jest zu-
petny w L7 [0,1], ale niezupetny w L [0,1]. Oczywiscie tatwo to uogolni¢ na dowolne
LP [0,1]. Ponadto, tak samo mozna wykazac, ze istnieje uktad ortogonalny, unormowa-
ny, wspolnie ograniczony, zupetny w L°10,11, p > 2, nie dajacy sie uzupetnic w L710,1]
dla g < p. Wystarczy obrac jako funkcje f [ L7\ L”. Modyfikujac mozna to tez pokazac
dla 1 < p £ 2 (patrz Kaczmarz [26], str. 435-436).

4B4. Multiplikatory (1933, 1936, 1938)
Majac dany ukfad ortogonalny {@¢,} i dwie klasy funkciji X, Y to ciag liczbowy (A,)
nazywamy multiplikatorem klasy (X, Y'), jezeli dla dowolnej funkcji f [J Xistnieje funkcja
g UYtaka, ze

J'bg(x)qbn(x)dx:}\n f(x)p,(x)dx dla n=12,....
a a
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Prace Kaczmarza z lat 1933, 1936 i 1938 poswiecone sg badaniom multiplikatorow
réznych typowych klas funkcyjnych, takich jak Lp, L”, Cla,bl, Via,bl. W [25] oma-
wiana jest sprawa tzw. osobliwosci, ktorg mozna tak scharakteryzowac: dana jest pewna
klasa funkcji X, pewna klasa M ciggéw liczbowych i pewien uktad ortogonalny (¢,). Czy
istnieje funkcja w X, dla ktorej ciag wspotczynnikow (wzgledem @) nie nalezy do M
(osobliwosé typu Carlemana)? Czy istnieje w M ciag, ktory nie jest ciggiem wspotczyn-
nikow zadnej funkcji z X (osobliwos¢ typu Hardy’ego-Littlewooda)?

4B5. 130 problem Kaczmarza z Ksiegi Szkockiej
Kaczmarz bywat w Kawiarni Szkockiej i wpisat nawet jeden problem do Ksiegi
Szkockiej (problem 130):
Niech {f, (1)} bedzie systemem jednostajnie ograniczonych, ortogonalnych i lakunar-
nych funkgiji tzn. dla p > 2 istnieje stata M, > O taka, ze

/p
n
z cif ()

ET[;M pdtg SMpEiCI% g/z

Czy istnieje stata y> 0 taka, ze dla dowolnego skonczonego uktadu liczb ¢4, ¢, ...,

c, mamy . .
max z cifi () 2 y2|ck|?
= k=1

10,11 £
Jest to wiec pytanie, czy powyzszy zbior funkgciji {f ,} jest zbiorem Sidona. Przyktadowo
funkcje Rademachera tworzg zbior Sidona.

4C. Catki typu Diniego

Najprostsza catka, znana z kryterium Diniego zbieznosci szeregow Fouriera, to

T|F(x+t)—f(t T|F(x+8)—f(t
J’—“X” O gt = fim I—““: O g (1)
[0] £-50JE

Pytanie dotyczy skonczonosci tej catki, gdy f jest funkcjg ciagta lub istnienia powyz-
szej catki bez wartosci bezwzglednej w liczniku. Plessner (1923) i Besicovitch (1923)
wykazali, ze catka taka istnieje prawie wszedzie. Z drugiej, strony Titchmarsh (1925)
udowodnit, ze catka

fx+)—f(t) 44 — f(X+l‘) f(t)
I o = Jm [ em (2)
¢(

moze by¢ rozbiezna dla prawie wszystkich x, gdy -0 przy t - 0.

Kaczmarz (1931) wykazat, ze jezeli ¢ jest dodatnig, ciagta, rosnacg funkcjg i catka

Io 30 dt jest rozbiezna, to |stn|eje funkcja ciagta f o okresie 1, dla ktorej catka (2) i catka

f(x+t)+f(x—t)—-2f(t)
Io PO 3)
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rowna sie o dla wszystkich x. Zbior takich funkcji jest |l kategorii Baire’a w przestrzeni
funkciji ciagtych.

Kaczmarz (1932) wykazat tez, ze jezeli ¢ jest dodatnig, funkcja ciagta rosnaca
i @ - 0 gdy t - 0, to istnieje funkcja ciggta f o okresie 1, dla ktérej catka (2) jest
rozbiezna dla wszystkich x. Zbior takich funkc;ji jest Il kategorii Baire’a w przestrzeni funk-
cji ciagtych.

W ksigzce Bari ([B64], str. 66-68) podany zostat przyktad konstrukcji Kaczmarza
f(x+t)+(x—t)—2£(t)
o(t)

x oraz dalej (na str. 73) kolejny przyktad Kaczmarza o istnieniu funkcji, dla ktorych

w kazdej punkcie x mamy
s

f(x+t)+f(x—t)—2f(t)

I(])T ()

i w zadnym punkcie powyzsze catki bez wartosci bezwzglednych nie istnieja.

z 1931 roku funkciji ciagtej ftakiej, ze J:

‘dt =+ dla kazdej wartosci

Fx+t)—f(t)
o)

‘dt = +o00
lub

‘dt=+oo

4D. Problem Mazura-Ulama z Ksiegi Szkockiej nr 109

Kaczmarz-Turowicz (1939) podali rozwigzanie problemu Mazura-Ulama sformutowa-
nego w 1938 r. Twierdzenie z tej pracy (patrz [085, str. 162] i [GP78, str. 16]):

Dane sg funkcje f;, f5, ..., f, rzeczywiste, catkowalne, skoriczone na [a, b], gdzie
-0 <a< b<oo; gdy b=, to rozwazamy, zamiast przedziatu domknietego, odpowiedni
przedziat otwarty (lub otwarty z jednej strony). Tworzymy zbior Z funkcji postaci

fx) = R(fi(x), LX), ..., (X)),

gazie n jest liczbg naturalng zalezng od f, a R = R = Ry, Vo, ..., ¥») jest funkcjg
wymierng n zmiennych o wspotczynnikach rzeczywistych (nalezy to rozumiec tak,
Ze funkcja f jest zdefiniowana dla wszystkich x [ [a, b], dla ktorych mianownik
wR(f4, fo, ..., f,) nie rowna sie zeru). Wowczas dla kazdego przedziatu [c, dl, takie-
gozeas<c<dsb, -co<c, d< o jsthigje taka funkcja f, skoriczona i catkowalna
w [c, dl, nalezgca do Z, ze

Hm:f%mw
nie nalezy do Z. ¢
Mozna by powiedzie¢, ze w pewnym sensie catki nieoznaczone pewnych funkgji
z Z sa niewymierne albo, ze operacja wyszukiwania funkcji pierwotnych dla funkgcji z
bardzo naturalnej klasy wyprowadza zawsze poza te klase.
Rezultat byt cytowany w znanej ksiazce Ulama ([U60], str. 80).

4E. Odwzorowanie Kaczmarza (1933)

Odwzorowanie Kaczmarza miedzy przestrzeniami Orlicza Ky : M, 1" dane jest wzorem
Kuw(®) = N [M (] x])] sgnx
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jako uogélnienie odwzorowania Mazura M, . L” — L% 0 wzorze M, ,(x) = | x|”%sgnx.
p.q p.q

Kaczmarz udowodnit, ze jesli M(2u) £ CM (u) dla wszystkich u > 0, to odwzoro-
wanie Kaczmarza Ky, : [ LM, gdzie

Ky (x) =M '] x|1sgnx
jest ciagte z ciagtym odwzorowaniem odwrotnym K Yl M L1, danym wzorem
Ky () =M1y |1sgny,
a zatem przestrzen Orlicza M jest homeomorficzna z L
Mazur wykazat w 1929 roku, ze przestrzen P jest homeomorficzna z przestrzenia L
i rezultat Kaczmarza uogdlniat wynik Mazura dla L” na o$rodkowe przestrzenie Orlicza M
Odwzorowanie Mazura M, , jest jednostajnym homeomorfizmem miedzy sferami
jednostkowymi takim, ze M;L = Mq‘p i M, jest odwzorowaniem Lipschitza na sfe-
rze jednostkowej gdy p = q oraz % - Holdera gdy p < g. Uogodlnienie tych rezultatow

na przestrzenie Orlicza badat w 2005 roku Delpech [D0O5], oczywiscie dla odwzoro-
wania Kaczmarza K.

4F. Réwnania funkcyjne (1924)

W rownaniach funkcyjnych Kaczmarz wykazat w 1924 r., ze dla danej funkcji ¢
mierzalne rozwigzania rownania funkcyjnego
fxX) + fix+y) =@ flx+y/2) (4)
okreslone na (-, +00) sg ciggte, oraz sg liniowymi kombinacjami funkcji
cos kx, sin kx, cosh kx, sinh kx, gdzie liczba k zalezy od .
Najpierw Kaczmarz zauwazyt, ze rownowaznym rownaniem do (4) jest rownanie
fix+y) + fix-y) = @2y f(x). (5)
Wazna obserwacja Kaczmarza tutaj to fakt, ze mierzalne rozwigzanie tego réwnania musi
by¢ ciagte ([2], str. 125).
Nastepnie Kaczmarz, przy pomocy aparatu funkcji rzeczywistych, stwierdzit, ze rozwia-
zanie spetnia rownos¢
f7(x) = kf(x), k=2¢"(0)f(x),
(6)

a zatem ogolne rozwiazania tego rownania to

f(x) = Cy cos(vkx) +C, sin(vkx) dla k>0
lub

f(x)=Cy4 Cosh(ﬁx) +C, sinh(ﬁx)
lub
f(x) = Cy+ Cox dla k= 2f"(0)=0.
W szczegolnosci, ogdélnym rozwigzaniem rownania
fix+y) + f(x-y) =2 f(x) cos y
jest f(x) = Cq cos x +C5sin x. Aczel podat w [A56] prosty dowdd tego ostatniego
przypadku.
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4G. N-zbieznos$¢ (1928)

S. Kaczmarz and L. Nikliborc w 1928 roku badali N-zbieznos¢. Niech N: R - R
bedzie N-funkcjg tzn. funkcja ciggta, N(0) = O, N(u) > O dla |u| > O i istniejg state
a> 0, b> 0 takie, ze dla |u| > a mamy N (u) > b.

Nazwa funkcja (N) lub N-funkcja pojawita sie tutaj, poniewaz pierwszym, ktory
wprowadzit te zbieznos¢ i jg badat byt Paul Noaillon.

Ciag funkgciji (f,) jest N-zbiezny lub zbiezny w sensie Noaillona do f na [0, 1], gdy

lim ;N[fn(x) -f(x)] dx =0

n- oo

Kaczmarz-Nikliborc udowodnili, ze jesli

lim J’; N[f.,(x) = £,(x)] dx =0,

m,n— oo

to istnieje funkcja f na [0, 1] taka, ze

iim [ N[0~ 1, (0] dx = fim f/\{f,,(x)—f(xﬂ ax =0.
0 n-o0Jo

n-—oo

Ponadto, gdy N spetnia dodatkowo N(u + v) £ C [N(u) + N(v)] dla pewnej statej
C> 0 i wszystkich u, v O R, to réwniez

. 1 _ 1
lim IO N[f, (x)] dx = IO N f(x] ax.

Funkcje z takim dodatkowym zatozeniem nazwane zostaty N,-funkcjami. To ostatnie
twierdzenie jest uogolnieniem twierdzenia F. Riesza, znanego dla przestrzeni LP
z p = 1, ktorego zresztg oni nie znali.

Przypomnijmy, ze praca Birnbauma-Orlicza [BO31], badajaca tez taka zbieznosc,
ukazata sie w 1931 roku, a praca Orlicza z jego przestrzeniami i N-zbieznoscig w 1932
roku. Byli wiec oni blisko odkrycia przestrzeni Orlicza, ale takowe pojawity sie po raz
pierwszy dopiero w pracy Orlicza z 1932 roku. W pracy Birnbauma-Orlicza nie ma
przestrzeni. Zatem przestrzenie Orlicza to przestrzenie Orlicza, a NIE Birnbauma-
-Orlicza, jak niektérzy probujg zaanonsowac bez solidnego przebadania prac.

4H. Aksjomatyka liczb naturalnych u Kaczmarza

Erhard Schmidt podat charakteryzacje liczb naturalnych w swoich wyktadach w 1920
roku, ale nigdy nie opublikowat, o czym pisze Rohrbach w [R51]. Kaczmarz, zupetnie
niezaleznie, podat w 1932 r. prawie te samg aksjomatyke. Schmidt zdefiniowat zbior
liczb naturalnych jako niepusty uporzadkowany zbior A taki, ze
1. Kazdy niepusty podzbiér A" ma element pierwszy.

2. Kazdy element A" z wyjatkiem pierwszego ma bezposredni poprzednik w A/
3. Zbior A nie ma elementu ostatniego.
Rohrbach [R51] wykazat, ze ta definicja jest rownowazna z aksjomatami Dedekinda-
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-Peano. Wspomnijmy, ze Ludwig Neder [N31] podat w 1931 roku zbidr niezaleznych
aksjomatow dajgcych liczby naturalne. Jego zbior upraszcza konstrukcje Peano i pier-
wotnymi pojeciami sg liczba, rownosc i relacja mniejszosci <. Podobnie Kaczmarz [16]
w 1932 roku podat te aksjomaty w postaci zawierajacej tylko relacje <. Kaczmarz
poprawit konstrukcje Boehma liczb naturalnych z 1911 roku, ktérego zbior aksjoma-
téw nie byt wystarczajacy dla charakteryzacji tych liczb. Kaczmarz udowodnit tez nie-
zaleznosc tych aksjomatow. Niestety ta prosta aksjomatyzacja liczb naturalnych nie jest
znana szerszemu ogotowi.

41. Inne rezultaty Kaczmarza

Wybranych zostato luzno kilka rezultatéw, o ktérych nie byto mowy dotychczas. Kilka
nierownosci Kaczmarza, jeden rezultat z transformaciji catkowych, pewien z teorii sze-
regdw w przestrzeniach Banacha i konczy to wynik z geometrii.

Mamy wiec nierownosc¢ Kaczmarza z [13]: dla f O L°[0,1] z 1 < p< » zachodzi
nierownosc

< 3p~2
cn < 25 QB“ZC” () [P de
gdzie r,, sa funkcjami Rademachera (poréwnaj Sikorski [S59], str. 142).

Nieréwnosci Kaczmarza-Steinhausa ([KS], str. 287-288): Jezeli 2 <p <o to
istnieje stata C = C (p) taka, ze zachodzi nierownosé

[p]
1P <tepx+ S (2) +old? -

k=2
dla wszystkich x [1 R. Konsekwencjq tej nierownosci liczbowej jest nastepujgce osza-
cowanie catek: Jezeli 2 < p<owif gl Lp[a, b] to istniejg state C, D zalezne tylko

od p takie, ze zachodzi oszacowanie

J’b |f(x)+ g(x)|” dx < J’b f0Pax+p [ [fO0]P2F(x)g(x)dx
a a a

[p] p-1 P
+CJ’b |g(X)|pdx+DZ J‘b [Foa)| |gx)|” ax.
2 k="

Nierownosci te sg cytowane pod takg wtasnie nazwa w ksiazkach [MPF], str. 66 i [B98],
str. 144.

W 1933 r. Watson [W33] wykazat nastepujace twierdzenie o transformacjach cat-
kowych: Niech funkcja k : R, — R, spetnia rownosé

00
J(') Mg(zy)dy =min(x,z) dlawszystkich x,z>0. (8)
y

Warunek ten jest konieczny i dostateczny by dla dowolnej f[l LZ(R+) istniata
g L2( R.) taka, ze mamy réwnosci prawie wszedzie

2 K . 2 ki
900 = [ S dy i 0 = [ gy
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W tym samym roku Kaczmarz [19] uogolnit twierdzenie Watsona na pare funkcji ki h,
znajdujac trzy warunki, na te funkcje w miejsce jednego (8), by zachodzito podobne
twierdzenie o transformacjach catkowych.

Kaczmarz [14] wykazat nastepujace rezultaty dla ciggdw o wartosciach w przestrze-
niach Banacha X = (X, ||-|I): .

A. Jezeli srednie arytmetyczne szeregu Zk=1/\kak sg ograniczone dla dowolnego

monotonicznego ciggu liczbowego {A,} zbieznego do 0, to szereg Z::1ak jest

absolutnie ograniczony.
[oe]
B. Jezeli srednie arytmetyczne szeregu Zk_1)\kak sg ograniczone dla dowolnego

wypuktego ciggu liczbowego {A,} zbieznego do O, to szereg 2:21 gy jest ograniczony.

Przypomnijmy, ze ciag liczbowy {A,} jest wypukly, gdy

[PA, = A, +Apip 24,44 20.

Wyniki Kaczmarza uogolniajg rezultat S. Szidona z 1921 r. udowodniony dla szeregéw
liczbowych rzeczywistych badz zespolonych. Rezultaty Kaczmarza byly tez z kolei
uogdlniane przez Orlicza [036] na k-monotoniczne malejace ciagi {A,}, tzn. ciagi spet-
niajace D’)\n >0 dlai=0, 1, ..., kiwszystkich n 0 N oraz przez Turana [T47] na
ciggi monotoniczne rzedu k tzn. spetniajace (—1)1]’}\” >0 dlai=0,1, ..., kiwszyst-
kich n O N . Wszystkie te rezultaty, wtaczajac w to wynik Kaczmarza, byty uzyteczne
w dowodach sumowalnosci szeregow ortogonalnych.

W 1920 roku Kurt Reidemeister i w 1933 roku Kaczmarz (dowod nie zostat opu-
blikowany) udowodnili twierdzenie dotyczace statej szerokosci zbioru. Zbior ma statg
szerokos¢, jezeli odlegtos¢ kazdych dwoch podpierajacych réwnolegtych jest stata.

Twierdzenie (Reidemeister-Kaczmarz). Zbior wypukty i domkniety ma statg sze-
rokosc¢, wtedy i tylko wtedy, gdy dodanie do niego punktu nie zwieksza jego srednicy.

W 19383 roku Marek Kac [K33] podat prosty dowod tego twierdzenia.

4J. Kaczmarz i historia matematyki

Kaczmarz interesowat sie historig matematyki i zbierat materiaty z Jadwigg Dianni
(1886-1981). Miat nawet na UJK kurs Zarys historii matematyki.

Po otrzymaniu korekty artykutu o Kaczmarzu 29 marca 1965 roku Orlicz napisat do
Redakcji Polskiego Stownika Biograficznego:

Skreslono mojg uwage, Zze Kaczmarz byt autorem prac z zakresu matematyki teoretycznej
i stosowanej. Kto zna historie matematyki okresu miedzywojennego u nas, wie, Ze tylko
kilku matematykow uprawiato w tym czasie ,zastosowania” i, Zze nalezg sie specjalne wyrazy
uznania matematykom, ktorzy juz wowczas widzieli potrzebe badan nie tylko teoretycznych.
Redakcja dotozyta natomiast kompletnie nieistotng wzmianke, ze Stefan Kaczmarz zamie-
rzat prowadzi¢ wyktady z historii matematyki. Po co to? Czy inne jego zamiary np. jego
i moje prace wstepne nad ksigzkg matematyczng dla szkot wojskowych nalezato tez od-
notowac?





